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«Es ist zweifellos.
daf} die Speziclle Relativitiitstheorie, wenn wir ihre Entwicklung riickschauend
betrachten, im Jahre 1905 reif zur Entdeckung war. Lorentz hatte schon erkannt,
daf} fiir die Aralyse der Maxwellschen Gleichungen die spiter nach ihm benannte
Transformation wesentlich sei, und Poincaré hat diese Erkenntnis noch vertieft. Was
mich betrifft, so kannte ich nur Lorentz’ bedeutendes Werk von 1895, aber nicht
Lorent?’ spiitere Arbeit und auch nicht die daran anschlieende Untersuchung von
Poincaré. Inn diesem Sinne war meine Arbeit selbstiindig. Was dabei neu war, war
die Erkenntnis, daf} die Bedeutung der Lorentziransformation iiber den Zusam-
menhang mit den Maxwellschen Gleichungen hinausging und das Wesen von Raum
und Zeit im allgemeinen betraf. Auch war die Einsicht neu, daf die ,Lorentz-
InvarianZ’ eine allgemeine Bedingung sei fiir jede phvsikalische Theorie. Dies war
fiir mich von besonderer Wichtigkeit, weil ich schon frither erkannt hatte, daf die
Maxwellsche Theorie die Mikrostruktur der Strahlung nicht darstelle und deshalb
nicht allgemein haltbar sei.»
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8. Tensoralgebra und Tensoranalysis im Minkowski Raum

In der SRT entsprechen den physikalischen Gréssen "geometrische
Objekte" des Minkowski Raumes. Besonders einfache geometrische
Objekte sind die Vektor- und Tensorfelder, da sich diese unter
der Poincaré-Gruppe linear transformieren. Klassische physikali-
sche Felder lassen sich (im allgemeinen) durch Tensorfelder dar-
stellen. [In der Quantentheorie bendtigt man zusdtzlich sog.
Spinorfelder].

In diesem Abschnitt entwickeln wir deshalb die Tensoranalysis im
Minkowski Raum. Mit deren Hilfe wird es mdglich sein, dis forderung

der Lorentzinvarianz der Naturgesetze "problemlos" zu erfiillen.

8.1l. Das Tensorprodukt von Vektorriumen

Vorbemerkungen: Im folgenden sind alle Vektorrdume reell und end-

lichdimensional (wenn nicht ausdriicklich das Gegenteil gesagt wird).
Ist £ ein Vektorraum, so bezeichnet E* den dualen Raum, d.h.

den Vektorraum der Linearformen auf E mit Werten in R . sei

u¥*€ E* eine tinearform, so schreiben wir fiir den Wert von u¥*
auf vect

U*(V) = <U*, V>

Der duale Raum von E* ist natiirlich isomorph zu E [Man identi-
fiziere u &€ E mit der Linearform u* ~> du*,u™y auf E*],

Damit ist die Dualitdt von E wund E* eine vechselseitige Beziehung.
Wir schreiben deshalb statt <{u*,u oft auch du,u*dH

Es seien El..., Ep Vektorrdume. Eine p-Linearform (Multilinear-
form) iber Efseces Ep ist eine reelle Funktion T: Elx...pr-ﬂvik
welche linear in allen Argumenten ist:

= A\ T(ul,.. Ujpee up) + /L;.T(ul,..,vi,...up))(),)ge(k , i=l,...p).

Diese p-Linearformen bilden in natiirlicher Weise einen Vektorraum
uber R : .
( A1Tl+ %2T2)(ul,...up): = QlTl(ul..up) + %2T2(ul,..up)
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Diesen Vektorraum bezeichnet man mit

E*l ® E*2 9...®E*p

und nennt ihn das Tensorprodukt der Riume E*; (E*i = Dualraum zu Ei)'
Dieser Raum wird durch die folgenden speziellen Linearformen auf=-
gespannts

T(ul,...,up): =<u*l,ul> cees LuxP Py ) (ui*eE*i). (1)

Die Richtigkeit dieser Aussage wird sich weiter unten zeigen.

*
Da jeder Vektorraum natiirlich isomorph zu (E*) ist, ist damit
auch £,® ... ® Ep definiert: Seine Elemente sind dis p-linear-

formen S: E*¥) X ees X E*p —_—> R .

8.2. Tensoren iber einem Vektorraum, Algebraische Operatoren

Sei jetzt E ein fester Vektorraum und Ei = £ oder E¥* ,

Tensoren Uber E heissen die Elemente der Riume El ... ® Ep
(p = 1,2,...). Die Folge Eyseees Ep in £,Q ... @Ep y -doh.
die Angabe ob Ei = £ oder Ei = E%* , bestimmt den Typ des Tensors:

T(ul,...,up) heisst kovariant (kontravariant) im jten Argu-
ment u;, falls u;€ E (uie E*¥) ist; p ist die Stufe des Tensors T.
Als Tensoren der Stufe 0 nimmt man die reellen Zahlen ("Skalare")

hinzu. Tensoren der Stufe 1 fallen mit € bzu., E¥ zusammen;
ueE (u¥*e E*) ist ein kontravarianter (kovarianter) vektor.

Vertauscht man in T(ul,...,up) zwei Variable vom gleichen Typ, so
entsteht ein neuer Tensor S vom gleichen Typ wie T

S(ooo Ui

,oooukooo) =T (oooukoo- Uiooo )
Speziell heisst T symmetrisch (antisymmetrisch) in u;, u, falls

S=T(5=-1T).

Das Tensorprodukt T ® S von zwei beliebigen Tensoren ist erklirt
durch

(T® S)(ul,...,u

)i= T(ul...up) s(u

p+q p+l”‘”p+q)

Beachte, dass im allgemeinen TQ® S Z#SQ® T . (2)
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0ffensichtlich gilt:
(™7, +X,T,) ® s = AT, ® S +AT, ® S
T ® (A131+,\25 'XlT ® Sl +9\2T ® S

2) 2

Ferner ist das Produkt assoziativ
(T1®T2)®T3=Tl®(T2®T3)

Fir ausgeartete Tensoren der Form (1) kénnen wir schreiben

T=Ul ®cooo ®Up 9 Uie E’ E* (3)
dann fir dieses T gilt nach (2)
r
T(Vl,---"’p) = ] i 4“_1'_’\’1» (4)
i=1

(In dieser Gleichung bilden (Ui’vi) ein duales Paar]

Die Kontraktion (Spur, Verjiingung) eines Tensors T beziiglich eines

dualen Variablenpaares erklidren wir zuerst fir die speziellen Ten-

soren (3): Falls uy und u, zueinander dual sind, setzen wir

Sp(l,2) LB U, ®.. @ u: = (ul,u2$ uig ® ..®@ u

p p

Diese Operation kann eindeutig linear auf ganz El ® ... ® E
(El,E2 duales Paar) fortgesetzt werden., Dies kann man abstrakt be-
weisen (mit Universalitédtseigenschaft des Tensorproduktes). Die Be-
hauptung folgt aber unmittelbar aus dem Komponentenkalkiil (siehe
unten), Damit wird eine lineare Abbildung

Sp(l,z) : El®...®Ep—£> E: ©... @ E (=W fir p=2)

p
definiert. Analog definiert man die Spur(i k) fur jedes duale Paar
?

Ei, Ek . -

8.3. Tensoren iiber einem metrischen Raum

Eine Metrik auf einem Vektorraum E bedeutet fir uns eine symmetri-
sche Bilinearform G(u,v) (auch "Skalarprodukt" genannt) auf E ,
welche nicht ausgeartet ist: G(x,y) = 0 fur alle y 1ist nur mdg-
lich, falls x =0 ist. G ist also ein ausgezeichneter, kovarianter

und symmetrischer Tensor 2., Stufe.
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Da G nicht ausgeartet ist, gehtrt zu jedem ue&E ein eindeutiges
duales Element u¥*eg E* definiert durch
Lu*,v» = G(u,v) fir alle v .

Die Zuordnung u pt— u* ist ein Isomorphismus von E auf E* ,
Damit konnen wir E und E¥* identifizieren.

8.4. Komponentenkalkiil

Uir betrachten jetzt wieder den allgemeinen Fall., Es sei Bgrees®p
eine Basis von E . Der duale Raum besitzt stets eine eindeutige
duale Basis e‘,..., g™ y die durch

i i
le, eJS. = 8 j

definiert ist., Durch die Stellung der Indizes unterscheiden wir

auch die Komponenten von Vektoren aus E bzw. E*

x& £ x = xt e,
.3 (Summenkonvention ¢)
y & E* y =y €

Mit diesen Bezeichnung gilt

Ly, x> = yixl (yeE*, xek)
Ein Tensor, z.B. T & E* © E*®.E nimmt dann die Form an
. . K
T(uyv,u) = T(ulei,vJej, we")
K ..
= T(ei,ej,e ) ul vd Wy (5)
\’-\——__‘

E.Ti .k ¢ Komponenten von T in der Basis €1sees ©

J m

Der Typ des Tensors wird durch die Stellung der Indizes zum Ausdruck

gebracht.

Der Tensor T 1ldsst sich durch die Komponenten wie folgt darstellen
k

T = Tij ej'®e‘j ®e, | (6)

In der Tat ist
T(u,v,u) = Tijk<el,u> {ed,v> <ek, wd
Aber L
e, oS> = et,u g,> = ut (el,e'_> = ut, <k..
Rllgemein bilden etwa die Tensoren

J
e. ® ... ® e. ®el®...®e

ll lP

Iq



eine Basis von

E@... @f ©®© E*®...QE*

p mal g mal

Beweis: Uebungsaufgabe.,

Die linearen Operationen mit Tensoren vom gleichen Typ sind offen-
sichtlich komponentenueise auszufiihren:

Sei =z.B. TEE*QE , Se&E*¥ x E, so ist
i i i.
(AT + /-lS)j —ﬁTj+/ij
Das Tensorprodukt driickt sich in Komponenten wie folgt aus: Seien

z.B. Sik und Tikl die Komponenten von S wund T , so ist

(s@m;" 1o " = 5 Ty " (7)

Die Vertauschung gleichartiger Variablen entspricht der Vertauschung
der entsprechenden (gleichgestellten) Indizes: z.B. ist fir TEEQ®E

S(uyv) = T(v,u) &gquivalent zu S., =T

ik ki
Daraus folgt insbesondere, dass die Symmetrie (Antisymmetrie) von
Tensorkomponenten in gleichgestellten Indizes unabhangig von der
Basis ist,
Sehr esinfach ist die Kontraktion: Sei z.B. TeE ® E*® E und
S =35 T dann ist
P(1,2) ' ¢ ) o

i _ i

sto= 1%, (8)
Beweis: Diese Bildung ist linear in T wund stimmt fir 7T = u OV
mit der friheren Definition lberein: Die Komponenten der rechten

Seite von
Sp(l’2) U veOu = u,W W
sind (uk v, ) w' , in Uebereinstimmung mit (8) .

Basistransformation:

Aendern wir die Basis e; gemass

?l = Al k ek ’ . (9)

so d@ndert sich die duale Basis gemiss

A S (10)
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wobei die beiden Matrizen (/\i k) und (/\lk) , welche durch dis
Stellung der Indizes unterschieden werden, kontragredient zu-

einander sind:

i : i
Y SN (11)
Die Vektorkomponenten transformieren sich gem#ss

-i i k - k

xt* = A K X 2 X5 = /\i Xy (12)
Fur die Tensorkomponenten gilt nach (5) das Transformationsgesetz

- ¢ _ p q ¢ T

T = A /\k AN Toq (13)

woraus die allgemeine Regel ersichtlich ist.
Ordnet man umgekehrt jedem Paar von dualen Basen ein System von Zahlen

T. .
13
dadurch ein Tensor definiert: Die Grisse T(u,v,w): =T

so zu, dass das Transformationsgesetz (13) gilt, so wird

k i j
ij UtV
ist unabhdngiq vom Koordinatensystem und offensichtlich multilinear

in den Argumenten.

Metrische REume:

Sei jetzt E speziell ein metrischer Raum mit der metrischen Form
G(usv). In einer Basis 819eey &, von E gilt

G(u,v) = gy ut WK | ' (14)

mit

93k Ok Det (gik) £ 0 (15)

Durch die Identifikation von E* mit E wird die duale Basis

1 m . . . - .
B ye0eyB Zzu einer zweiten Basis von E , welche definiert ist durch

i i
G(e™, e ) = & K (18)
Jeder Vektor aus E hat dann zwei Darstellungen
_ Ui _ i
X = ; e; = x; ®© (17)
X~ e kontravariante Komponenten von x
X; ¢ kovariante " "o .
Es gilt
k i ik
X; = Q5 X 9 XD =070 X, (18)
wobei (glk) die zu (gik) inverse Matrix ist:
i i



Man kann nun jede Multilinearform von p Vektoren, je nach Be~
lieben, durch die kovarianten bzw. kontravarianten Vektorkompo-
nenten ausdricken, z.B8.

k i j jk 1
T(u,v,u) = Tij u vJuk = TiJ ule.uk = etc, (19)
Es gilt
k _ Lk Jk _ it k '
Tij =93¢ Ty » T;9 =g Tie » ©tc. (19')

fur die verschiedenartigen Komponenten des Tensors T .

Der Komponentenkalkiil ist ver allem bei praktischen Rechnungen
UiChtigo

8.5, Grassman Algebra iiber einem Vektorraum

Wir betrachten einen festen Vektorraum E "und die dazugehtrigen
Raume

T(E): =E*® ... @ E*
e

p mal
[= p-Multilinearformen iiber E] . Darin betrachten wir den Unterraum

AP(E) der total antisymmetrischen Tensoren. Fiir oe AP(E) gilt also

m(vl’...\li’... Vj’... Vp) = - m(ul,... VJ"... Vi’... Vp)

fur alle Vieoo vpei E .
Wir definieren fir ein T¢5Tp(E)
_ 1
@D (preeervg) = gy S (gee) Tligg aeenig(p)) -

(O1: Alternierungsoperator)

wo die Summe iber die Permutationsgruppe Sp von p Objekten lauft;
SquS bezeichnet die Signatur der Permutation Se Sp .

Es gilt .

(i) Falls TeT, (E), dann AT & NP (E)

(ii) Falls oe AP(E), dann K o = o

(iii) OtoOt = Ot (21)

Beweis: Uebungsaufgabe.

Sei jetzt o e AP(E) und ‘\|é/\q(E). Wir definieren das Hussere
Produkt uwAye& AP*Y (E) durch

oAY = (p+a)1/p!g! AN (v ® ") (22)



Man verifiziert leicht die folgenden Eigenschaften von A
(i) A ist bilinear:

(0, + mz)l\"l = o AY o+ mzl\’ll

o A(Y+Yp) = v AN, + oA,

(aw)AY = oA (anl) = a(m/\’\l), ae R
(i1) way= (-1)P"Iy A o (23)
Etuas schuierigerrist der Beweis der Assoziativitit
(iii) (ml/\mz)/\m3 = 0, A (m2/\m3) ' (24)
Beweis: (1) Wir zeigen zuerst: Falls SeTp (e), TeTq(E) und
Ots =0, dann

Ot(s@T) = A(T®S) = 0

Nun ist
(s ®T)(vl,...,v

p+q) = '(ﬁ)-rq% (ggus ).
™+
S (% ""Vecn) TVe(par)see- Ve(psq)

Sei G Sp+q die Menge der Permutationen & welche P+lyeeey P+q

festlassen, dann

éﬁ(sgw) S(Vem reee Vs ) T(v‘_wm JETTI PO )
-— ’ -
= [e%.sr(sauv) 5( >+ 2+ Veum )] T(Vf" ,...VYH‘ ) =0.
Sei jetzt S;# G . Sei G-&: ={G“B'; L Tea )

V.,
[ 240

und sei Ve,m ...%OCPND = Uyseos up+q « Dann
S ccseos eeoe =
Q‘GZG-VD (38'4— ) (Vﬁ'(l\ ’ V“(I’) ) T(V‘Y‘M\ ’ V"CP"O )
—-— ' —
= [%&(co 2 Sﬁk@ S(UQ!“) ,...u@'(v)3 ] . T(Up‘h".'.’up"'q) =0 .

s'eg -
Man beachte, dass G G-& = @ : Fir ein c& GI\G-PO ist
T=T-T, fir ein &'& G und folglich S,= & (G")*léG (da
G = Gruppe), im Widerspruch zur Annahme.

Wir k@nnen nun in der obigen Weise fortfahren, indem wir Sp+q in
dis junkte Untermengen zerlegen (Nebenklassen nach G ). Die Summe
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iber jede dieser Untermengen verschuwindet. Daraus folgt die
Behauptung;
(2) Nun zeigen uwir '
0((01((00'\()@9) = m(m@ﬂ@é ) =0‘(W®0‘(("l®6 ))

Es gilt
M (A(1® ) -0 ) =01(4ed ) -KX (N80 ) =0
Also folgt aus (1)

0 =Olo @ [A(Y®S) -4 B®O 1) =01 (a RAU(Y®E)) -Ol(v ©486)

Die andere Gleichung beweist man &hnlich.

(3) Nun ist fir me/\p(E),'\(e/\q(E), be /\‘(E),
mit offensichtlichen Proportionalititsfaktoren # ,
(eay)A® =¥ O(oay) ©6 ) =
=43 (01 (0 ©7) ©b) P HSuey e s )
Die rechte Seite ist aber, wie man analog zeigt, auch gleich
oA (MA&). Damit ist die Assoziativitdt bewiesen. O

Satz Sei O eine Basis von E*, Dann ist die Menge (m = dim E)

bhuAB2A.L.. &', 1<i,<i,... <i & m (25)
eine Basis des Raumes AP(E), welcher demnach die Dimension
n nd

= 6
;) sTer) T (26)
hat.

Beweis: Falls we/\p(E)c Tp(E), dann ist sicher

w o= =2 a,

ll...l

"o ... obr

‘:'\)",:f P
Also i i
o =MNo = Z ail“'i 01(9-1@)... ®e#p) ‘
l\..A? P #L'—' ellA' . 912 e ABAP

Deshalb spannen die Elemente (25) AP(E) auf. Die lineare Unab-
hangigkeit dieser Elemente sieht man so: Sei

i i i
= i j...d 8 ING 2--ABP - g

A\..A.r p
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Wenden wir beide Seiten dieser Gleichung auf (eh yeeesB . )

an, uwo e; die duale Basis von 81 ist, so erhalten wir sofort
Q. eeo} =0 .
Ja de

Wir setzen A°(E): = R . Natirlich ist AP(E) = 0 fur
P >m: =dim E . Die Grassman-Algebra A (E) ist definiert als
die direkte Summe

e
A(E) = D AP(E), (m = dim E)
p=0
wobei das dussere Produkt bilinear auf ganz A(E) ausgedehnt wird.
Fir Te& AP(E) lauten die Tensorkomponenten '

1
(G‘T)il...ip =T u-ze:s, (sgue) Ta(i))... (i) (27)
Bsp. Sei R&AA(E), Se€ M(E) und TeAZ(E).

Dann sind die Tensorkomponenten der Zusseren Produkte
RAS und SAT

(R A s)ik = (Risk- R, S;) (28)

(R A T)ik'_= (SiTkz* 8, Ty s+ SzTik) (29)

Der Raum AP(E), m = dim E, ist eindimensional. Deshalb ist jedes
£2eN"(E) von der Form

L2 =2 911\62-- .. A", el: Basis von £*, a e R .
Bei einer Basisdnderung #ndert sich a gemass
T = pet (AX) a

Flr einen metrischen Raum gilt anderseits fir g = Det(gik), wenn
G = 9k el'Qb Q'< » das Transformationsgesetz

Vit = Vit Loet(AM) ]

Wahlen wir also in E* eine QOrientierung und definieren
Viot 61 A B2A...AQ"

fir positive (negative) Basis Ot ,

i

1+

so wird dadurch eine m~form definiert, welche unabhdngig von der

Basis ist.

Die Komponenten von WL sind

12 ....m
"lil...i = : Vo =gn ( )
m

il iz... im
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Ihre kontravarianten Komponenten lauten

i ...i . 4 l 2 eee M
“" 1 m = 4+ sign (g) sgn

Vigy'

12... m
Fir sgn (. .13 schreiben wir auch

ili2"' i,

ll 1m
l.... m
£ . $ = sgn ( ‘)
t1°001p e i

Jedem o e AP(E) kénnen wir mit N eine (m=p)-Form *we& A" P(E)

zuordnen: . .
ll...l

* . = 1 P
( m)ipﬁ....im : ET_'qLil...im e
_ il 12 i
Dabei sei o = (1/p!) o, . dx A dx ee Adx P
11...lp

Diese Zuordnung [man kann sie auch unabhé@ngig von einer Basis de-
finieren] ist ein-eindeutig. Man beueist leicht

*(x0) = (=)™ PP 500 () w

Beispiel: E = IR3 mit Euklidischer Metrik; S,T seien Vektoren.
Dann ist fir ein positives Cartesisches KS
[*(SI\T)]3 = (5;T,- S,T;) wund zyklisch, d.h. die Grosse
*(SAT) ist das Vektorprodukt von S mit T .

8.6. Tensorfelder iiber affinen RZumen

Vorbemerkungen: Sei (M,E) ein affiner Raum und f: M —» F eine

Abbildung von M in einen Vektorraum F . Diese Abbildung ist
in pe&e M diffeenzierbar falls eine lineare Abbildung
Df(p) + E —% F existiert, derart, dass (veE)

' Differenzen vektor

Lin I (r(uep)-te))or(e)y W (30)
10— 0 vl

Dabei sind KM irgendwelche Normen in E und F (alle Normen

in endlichdim, Vektorrdumen sind dquivalent).



Der bekannte Differentialkalkiil in Vektorrdumen uUbertragt

sich mit geringfiigigen Aenderungen auf affine R&ume.

Definition: Sei (M,E) ein affiner Raum. Ein Tensorfeld T iber
M 1ist eine Abbildung

T: M — E1®0000®Ep’ Ej.:E, E*o

p ist die Stufe des Tensorfeldes und die Folge der El,... Ep
bestimmt den Typ des Tensorfeldes. Das Tensorfeld ist differen-

zierbar falls die Abbildung T differenzierbar ist.

Die algebraischen Operationen von Tensoren (der vorangegangenen
Abschnitte) lassen sich auf Tensorfelder iibertragen, indem man
diese punktueise definiert. Ebenso ilibertragen sich die friheren

Bemerkungen fiur den Fall, dass der Differenzenraum E ein
metrischer Raum ist.

Die antisymmetrischen Tensorfelder nennt man auch Differential-

formen. Die Gesamtheit dieser Formen pter Stufe bezeichnen wir

mit AP(m).

Koordinatenausdriicke:

Sei (<>iel"" em) ein affines Koordinatensystem von (M,E) und
z.Be T st M —> E*Q® E*Q® E ein Tensorfeld vom angedeuteten
Typ. Bezeichnet el,.... e" die duale Basis von Biseeey B und
ist

op = x1 LT (xi: affine Koord. von p)
so setzen wir .

,eX) (31)

k, 1
Te (X peeeyx™): = Tp(ei,eJ

ij

Dies sind die Komponentenfunktionen des Tensorfeldes.

Bei einem Wechsel des affinen Koordinatensystems gilt

7i = /\i K xk + al
Tij (x) = i j r qu (x)

Ist umgekehrt jedem affinen KS ein System von Funktionen Tijk(x)
so zugeordnet, dass das Transformationsgesetz (32) gilt,

so wird durch

k ij
Tp(u,v,u) = Tij (x) uivd K
op = xle
P i
u = uvte, ,v=vie, ,u=u, e
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ein Tensorfeld definiert, welches unabh&ngig vom KS ist,

Der Gradient eines Tensorfeldes:

Ist f eine Funktion : M —WR so ist Df (siehe (30)) der
Gradient von f , Wir schreiben dafir im folgenden auch df oder
V f . Der Gradient df ist in jedem Punkt eine Linearform von

E , dehe df ist ein kovariantes Vektorfeld.

Ist (xl,...xm) ein affines KS, so gehdiren dazu die Funk-
tionen p+—» x*(p). Die Linearform dx*(p) hat nach (30)
die Eigenschaft

i i o
<.dx (r), V> = v, (v=uy ej_)
d.he dx*(p), i = l...m, ist eine duale Basis von 8; ¢
Loxt, ey = aij (33)
Deshalb k&nnen wir entwickeln
df = f ., dx* ‘ (34)
»1 ‘

Zur Bestimmung der Koeffizienten f i bilde man
’

{df,e) = Foj €9xd ,ed = f .
Nun ist
<df‘,v> = Vv f = Richtungsableitung von f in der
Richtung v (35)
d.h.
Y, f = lim L(twp)t- f(p) (36)
t—> 0
m

Sei ® : M —= IR’ die Abbildung, welche p seine affinen
Koordinaten zuordnet ¢ : p+—u» (x%(p),..x"(p) und

- w
f*:= fopl : R —R , (37)
so ist
Vf“-vllﬂ:—ow (38)
v 3 x!
Also
*
FL.o= W o o= XFX (39)
o1 e, 3,1
Fir die rechte Seite in (39) schreiben wir kiirzer auch F)Fi
X

oder 'bif .



An Stelle von (34) k@nnen wir also auch schreiben

df = -%—Fi- dxl (40)
X

[In dieser Gleichung hat d nichts mit "infinitesimalen® Gréssen
zu tun (moderne Interpretation der klassischen Formeln)].

Nun betrachten wir ein differenzierbares Tensorfeld T der
Stufe k . Fir fest Vektoren VieeosVy in E bzw, E* bilden
wir die Funktion

f(p) = Tp (Vl"°"vk)

und betrachen df . Diese 1 - Form hingt linear von ViseooVy

ab, wie man sofort aus den Definitionen sieht., Wir definieren
(VT)(vyseeevipu)s = LdlT(vy,..,v, )], u (41)

WV T ist der Cradient von T 3 < T ist ein Tensorfeld der Stufe
k+l, wobei die kovariante Stufe um 1 erhiht wurde,

Sind z.B. Tijk die Komponenten des Tensors T , so lauten die-
jenigen von & T
k "bTijk(") k
T).. = = T.. 42
(9T); =7 (42)

Anvendung: Sind TJ die Komponenten eines Tensorfeldes, so

sind le’k die Komponenten eines Vektorfeldes = Divergenz des
Tensors le . [In abstrakter Notation ist diese Divergenz =

wir bezeichnen sie mit WeT = Sp(2 3) VTl
9
Man verifiziert leicht die folgenden Regeln
V(s+T1T) = Vs +VT
V(S®T) (VS)®DT + SQ VT (43)

In einem metrischen Raum, mit metrischer Form & y haben wir die
m-Form (m = dim E), oder das "Volumen" (sishe Seite %3 )

M= () Vigt oA aPA ... A",

(¢) fir positives (negatives)ks.
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B.7. Die Hussere Ableitung einer Differentialform

Der Gradient einer Differentialform ist (ausser fir Funktionen
=A%(M)) keine Differentialform mehr. Der folgende Differentiale

operator (Cartan'sches- oder &Husseres Differential) fihrt eine

Differentialform wieder in eine solche iiber:
sei we AP(M), dann setzen wir

do @ =;‘.1°1(v“’) (44)
Nun ist i i
1
dx A dx 2... Adx P, 4é& 1)€i,&-- <i & m

eine Basis von AP(M) . Setzen wir

i i i
. . . l'.. p
(ll< 12< .o <lp) _
dann ist, wegen ¥ (dx') = 0,

Ve - S ix! @ (dx A ... Adx P)

m. . .
L,l‘.c.‘iP llc . olp 91

Also . .
. i i
do =4 > u. 3 A (dxl ® (dx l/\ oee AdX p))
p’ i | i

1

. i
= 2 o dx'A dx “A ... Adx P

Folglich i i
do = S do, . A dx A ... Adx P (45)
. N . l.oo p
14.<4>4'<4r
satz: Das &Hussere Differential hat folgende Eigenschaften
(i) d(ml + m2) = do; + do,
(ii) Ist o, eine k-Form und w, eine L -Form, so ist

k
d(ml/\wz) = do; Aw, + (-1) v, Ado,
(iii) d(de) = O (d o d = o) (46)
Beweis: (i) folgt aus (44).
(ii) Die Formel ist richtig fiir
1, 1y 31 Je
o, = dx "A .. Adx y w0, = dx A oo A dx
da alle Terme verschwinden. Ebenso gilt die Formel, wenn

o eine Funktion ist: z.B.
1,2
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d(fu) =0t (V(fu)) =01 (Vo) + & (df @ u)
= fOL(Vo) + dfAw = f d o + dF A o

Die allgemeine Formel folgt aus (i) und diesen beiden Beobachtungen.

(iii) Nach (ii) gilt (siehe (45))

7 %L
d(de) == = 1

iy, Jd
iy i« W dx

. . i i
p dxll\ de/\dx %\ e oo AOX P

p
Darin heben sich die Terme paarweise weqg.

Satz: Der Operator d ist durch seine Wirkung auf den Funktionen
und durch die Eigenschaften des letzten Satzes eindeutig
bestimmt.

Beweis: Nach (i) - (iii) folgt

deo = Z do,

i i
i i A dx l/\... Adx P
. . 1°°
1l< ee L. lp

p

und daraus die Behauptung.

Eine Form o ist geschlossen, wenn do = 0 ist. Sie ist exakt, wenn

o = dp fir eine Form ¢ ist.

Der folgende Satz gibt ein Kriterium, wann eine geschlossene Form
auch exakt ist. Zu seiner Formulierung benttigen wir den folgenden
Begriff: Eine offene Umgebung UG M ist sternférmig beziglich

P&€ U, wenn mit jedem Qg€ U auch das Liniensegment von p nach
g in U ist.

Satz (Poincaré Lemma):

Sei UcC M eine offene sternférmige Umgebung von pe& M . Dann ist
jede geschlossene Form auf U dort auch exakt.

[Beweis: Siehe z.B., M. Spivak, Calculus on Manifolds, Benjamin 1965,
Seite 94].

Beispiele: 1, Sei A eine l- Form :

A=Ay dxt
dann ist
dR = Ay ,p XA ) = Z (Auw =Ry, ) dx A dx 2
Die Gleichung M
dA = 0
lautet also in Komponenten A - A = 0,



- 80 =

2. Sei F eine 2~Form

F=13%rF, dxhk dx? = F dx i dx>
% po OXTA - dx Eg;' v 9% A dx

(Fay = = Fop )

dann ist 2 2
= » K ¥
dr_%r,l,% dx® A dx”A dx”> =

Yax* A dxB A dx”

= = 3 +

F .
HavE > (l"’a* RS Myv
Die Gleichung dF = 0 bedeutet also in Komponenten

F F F, = 0
S A I YR

4

Gilt dies fir eine sternférmige Umgebung, so existiert nach dem

Poincare Lemma dort ein kovariantes Vektorfeld ﬁﬂ- mit
F = A - = dA
pr = Py T Ay (Fo=dA)

Bemerkungen: Der Hussere Kalkiil lisst sich auf beliebige (orien-

tierbare) differenzierbare Mannigfaltigkeiten ibertragen. Darin
liegt seine besondere Bedeutung.

Der Operator d ist eine Verallgemeinerung der Rotation. Mit des-
sen Hilfe ldsst sich auch der Stokes'sche Satz verallgemeinern
(siehe Differentialgeometrie).





