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Als erstes Beispiel wahlen wir das Integral
(38) J(— 2)*1Q(z) dz.

Darin sei a eine reelle Zahl und Q (z) eine rationale Funktion derart, da8 z2Q (z) fiir z — 0 und
z —> 00 gegen Null geht. Der Integrand ist mehrdeutig, denn wenn z den Nullpunkt entgegen dem
Uhrzeigersinn umlauft, so durchlauft — z denselben Weg, und daher wachst das Argument von
—2z um den Summanden 2. Somit multipliziert sich —z selbst mit dem Faktor 2™, und

(— 2z)*! hat nach dem Umlaunf die Gestalt (— z)*1e2(a-1)7, d. h., in diesem Fslle wird die
Fupktion mit dem Faktor e2(a-1)ni mult1phz1ert der ungleich Eins ist, sofern @ keine ganze
Zahl] ist. Der Nullpunkt ist also ein Verzwelglmgspunkt unseres Integranden. Um die
Funktion eindeutig zu machen, schneiden wir die Ebene lings der positiven reellen Achse vom
Punkt z =0 an auf. In dieser aufgeschnittenen Ebene T ist unser Integrand eindeutig, und
um ihn vollstindig zu definieren, miissen wir das Argument von — z in irgendeinem Punkt der
T-Ebene vorgeben. Dementsprechend wollen wir annehmen, da3 das Argument der negativen
Zahl — z auf dem oberen Ufer des Schnittes, auf dem z positiv ist, gleich — 7 sei. Beim Durch-
laufen irgendeines geschlossenen Weges um den Nullpunkt treffen wir vom oberen Ufer des
Schnittes aus auf das untere, wobei das Argument von — z den Zuwachs 2% erhalt. Wir miissen
also auf dem unteren Ufer des Schnittes das Argument von — z gleich z annehmen. Bezeichnen

Y wir den absoluten Betrag von z mit z, dann gilt
‘ —z=gxe " auf dem oberen Ufer,
—] — z = 2¢'™ auf dem unteren Ufer

und folglich

29 (—2)* = 2% 1e* @ D7 auf dem oberen Ufer,
( ) ( z)a—l a-1 ei (a-1)=n

\

auf dem unteren, Ufer.

%  Fiir das Integral (38) wiahlen wir jetzt den Inte-
grationsweg l. Er sei eine geschlossene Kurve, die aus
folgenden vier Stlicken besteht: Aus dem Intervall

(& R) des oberen Ufers des Schnittes, dem Kreis Cg
um den Nullpunkt mit dem Radius R, der entgegen

{( o]

[

dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird, dem Intervall
(R, €) des unteren Ufers des Schnittes und schlieSlich
aus dem Kreis C; um den Nullpunkt mit dem Ra-
Abb. 62 dius &,derim Uhrzeigersinn durchlaufen wird (Abb.62).
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Damit wir langs der positiven recllen Achse integrieren diirfen, setzen wir voraus, dall dic rationale
Funktion Q (z) auf dem positiven Teil der reellen Achse keine Pole habe.

Nach dem Residuensatz ist der Wert des Integrals (38) gleich dem Produkt aus 271 und der
Summe der Residuen in allen Polen der rationalen Funktion @ (z), die gleichzcitig auch Pole des
Integranden sind; dabei mége & hinreichend klein und R geniigend grofl gewahlt sein, so
daB alle erwihnten Pole innerhalb des durch unseren Integrationsweg begrenzten Gebietes
liegen. Wir zcigen jetzt, dafl die Integrale itber die Kreise Cr und C; fiir B — 00 und € —> 0 gegen
Null streben. Verwendet man dic iibliche Integralabschitzung, so erhialt man

| [(—2* " Q(z)dz| < 2aR- R max|Q(z)| = 2aR* max |Q(2) .
Cr aufCp aufCp

Nach Voraussetzung gilt aber 22Q (z) — 0 fiir 2 - 00, und folglich strebt der rechts stehende
Ausdruck fir R — 00 tatsichlich gegen Null. Entsprechend gilt auf dem Kreis Cs folgende
Abschitzung:

I f(—z)“'lQ(z)dz | < 2ncmax|Q(2)],
¢, aufC,

und da nach Voraussetzung 2@ (z) — 0 fiir z—> 0 gilt, strebt der letzte Ausdruck fiir £ =0
gegen, Null. Also bleibt uns schlieBlich nur die Integration lings des oberen und unteren Ufers
des Schnittes, wobei der Wert des Integranden dort durch die Formel (39) definiert ist. Sie liefert
uns

R
lim a-1-in(a-1) — 21D (z))dz=2ni Yr.
lim [ Q=) Q)] 2
R-so0

Dabei ist 2 r die Summe der Residuen in allen Polen der Funktion (— 2)3-1Q (z), die im End-
lichen liegen.

Beriicksichtigt man, daB %" = ' = — 1 ist, 50 kann man die letzte Gleichung wie folgt
schreiben :

&

(79 —e i) f 2*7Q(z)dz = 2mi J'r
0

oder (gemaB der EULERschen Formel)

o0

(40) [ 22 1Q(z)dz = si:an 27' .

0

Die Beziehung (40) gibt die Méoglichkeit, viele bestimmte Integrale zu berechnen, deren Stamm-
funktionen, nicht in geschlossener Form angebbar sind. Wir erinnern nochmals an die Voraus-
setzungen, die die Funktion @ (z) erfiillen mufl, damit diese Formel gilt: Die Funktion Q (2) mup
eine rationale Funktion sein, die auf dem positiven Teil der reellen Achse keine Pole hat und aufer-
dem die Bedingungen

2°Q(z) -»0 fiir z -0 und z — oo
erfallt.

Als spezielles Beispiel betrachten wir das Integral

oo

za-l
(41) /1+xdx (0<a<l).
0
Die Funktion
Q@) =

142
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erfiillt, wiec man leicht sieht, alle oben angegebenen Bedmgungen und hatden einzigen Polz = — ],
In ihm hat die Funktion
(— z)a—l
142z

ein Residuum, dag man wiederum nach der Regel bestimmt: Zahler, dividiert durch die Ableitung
des Nenners. Es ist also
r=(_2)a-—1|‘ L

Wir miilssen uns bei der Berechnung des Wertes der Funktion (— z)*-! im Punkt z = —1
nach der oben angegebenen Definition dieser mehrdeutigen Funktion richten: Auf dem oberen
Ufer des Schnittes ist das Argument von — z gleich ~— 7, und folglich ist es nach halbem Umlauf
um den Nullpunkt auf dem negativen Teil der reellen Achse gleich Null. D.h., es ist

r=1.

SchlieBlich ergibt sich nach Formel (40) fiir das Integral (41) der Wert

(o]

(42) /‘xa-l dr =

J1l1+z sinan
0

Als zweites Beispiel eines Integrals fiber eine mehrdeutige Funktion wahlen wir

43 2= —d ubl do Mebauiry
(43) fVA+ + CM)W

Dabei setzen wir voraus, dafl der Ausdruck 4 - 2 —g-+ % reelle Koeffizienten und reelle ver-

schiedene Nullstellen z = 2; und z = 2z, mit 0 <<z; <z, hat.

Wir wollen auBerdem 4 < 0 annehmen, woraus unmittelbar folgt, dal obiger Ausdruck far
z, < z < z, positiv ist. In (43) wird iiber das Intervall z; < z <X 2; der reellen Achse integriert
und die Wurzel in diesem Intervall als positiv vorausgesetzt. Der Integrand

(44) VA+2B C’ VA(z—zl)(z—zz)

z

hat in z; und z, Verzweigungspunkte erster Ordnung. Schneiden wir die Ebene langs des Inter-
valls (z,,2,) der reellen Achse auf, dann ist die Funktion (44) in der so entstehenden 7'-Ebene
regulér und eindeutig [19].

Wir setzen die Wurzel auf dem unteren Ufer des Schnittes als positiv voraus. Um zum oberen
Ufer zu gelangen, miissen wir einen, der Verzweigungspunkte umgehen, und auf dem oberen Ufer
ist dann die Wurzel negativ [19]. Wir integrieren also lings des gesamten Randes des Schnittes
in positiver Richtung, d.h., wir integrieren iiber die Funktion (44) laings des unteren Ufers in
der Richtung von 2; nach 2, und liangs des oberen von 2z, nach z,. Der erste Teil dieser Inte-
gration liefert uns offensichtlich das Integral (43). Bei der Integration lings des oberen Ufers
wechselt der Integrand das Vorzeichen, aber auch die Integrationsrichtung geht in die entgegen-
gesetzte iiber. Folglich ist der Wert des Integrals langs des oberen Ufers derselbe wie der langs
des unteren. Der Wert des Integrals iber den gesamten Rand des Schnittes ist also gleich dem
Doppelten des Integrals (43).

Nach dem CAUCHYsohen Satz konnen wir, ohne den Wert des Integrals zu éndern, eine stetige
Deformation unseres geschlossenen Weges unter der Bedingung vornehmen, daf dabei das Re-
gularitatsgebiet der Funktion (44) nicht verlassen wird. Ist ! irgendein geschlossener Weg, der
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den obengenannten Schnitt im Inmnern enthilt, und zwar so, daB der einfache Pol 2 = 0 der
Funktion (44) im Aufleren von 1 liegt, so folgt aus den vorigen Uberlegungen, da

1 - B C
(45) J=7fl/A+2?+§dz
1

ist. Wir wollen jetzt die Funktion (44) in der Nihe von z = 00 und z = 0 entwickeln. Im ersten
Falle konnen wir schreiben:

1
BE._C B, C\|z
'/A+2?+?=VA[1+<2ZZ+AT=)] :

Wendet man die Binominalformel an, so bekommt man
B C B 1
(46) ]A+2?+§=VZ(I+Z?+"')‘

Es soll der Wert von VA in dieser Formel bestimmt werden. Dazu betrachten wir die
rechte Seite von (44). Sie ist nach Voraussetzung auf dem unteren Ufer des Intervalls (z,, z,)
positiv. Um vom unteren Ufer aus zum Intervall (24, + ©0) der reellen Achse zu gelangen, mufl
man den Punkt z = z,entgegen dem Uhrzeigersinn umgehen. Dabei vergroBert sich das Argument

der Differenz z — z, um «, jedoch das Argument des Ausdruckes (44) um -%— ; letzteres ist also

nicht gleich Null, sondern gleich z . Mit anderen Worten, die Funktion (44) mufl im Intervall
g 4 D)

(zg) -+ ©0) der reellen Achse als positiv imagindr vorausgesetzt werden. (Als positiv imaginir
bezeichnen wir die Zahl ta mit a > 0.) Aus (46) folgt dann, da8 auch VA4 als positiv imaginfr
angenommen werden muf.

Entsprechend muBl man, um vom unteren Ufer des Intervalls (2, z,) zum Intervall (0. z,) zu
gelangen, den Punkt z = 2, im Uhrzeigersinn umlaufen. Nach diesem Umlauf ist das Argument

des Ausdruckes (44) gleich — %, dieser Ausdruck selbst ist also im Intervall (0, z,) negativ
imaginar.
Wir schreiben jetzt die Entwicklung der Funktion (44) in der Nahe von z = 0 auf:

B, C_Yc B: | A?\|%
z z 2
V“+2:+?=7[1+(2‘6+7’)]

oder nach der binomischen Formel:

B C V¢ B
(47) l/A+2?+z_.=_z_<1+b.z+...),

Auf Grund der vorigen Uberlegungen muB VC als negativ imaginar angenommen werden. Wir
erinnern daran, daf nach Voraussetzung 4 << 0 ist und aus der Ungleichung z, > z; > 0 auch
C <0 folgt.

Nach dem CAUCHYschen Satz ist das Integral fiber die Funktion (44) langs eines groBeren ge-
schlossenen Weges L in der Umgebung von z = 00 gleich der Summe der Integrale iiber den
obenerwithnten Weg ! und iiber den Weg 4, der um z = 0 herumfiihrt. Dabei sind beide Integra-
tionen entgegen dem Uhrzeigersinn auszufithren. Die Integrale siber L und 4 sind gleich dem
Produkt von 27¢ mit dem Koeffizienten von z! in den Entwicklungen (48) und (47). Folglich gilt

/‘l/A+2g+%dz=2ni(V%—V5) “2 . %-\IE)

-
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folgenden Eigenschaften besitze:

1. A enthalte alle auf X konstanten Funktionen.
2. Zu je zwei Punkten z, y von X gibt es wenigstens eine zu

gehorende Funktion, die in z und y voneinander verschiedene:

Werte annimmt.

Zunéchst gilt der folgende

Hillssatz 1. Besitzt A die Eigenschaften 1 und 2, so gibl es zu
beliebig gewdhllen, voneinander verschiedenen Punkten x und y von X

“und zu beliebig gewdhlten Werten a und b stets wenigstens eine 2u A

gehorende Funktion, die in z den Wert a und in y den Wert b an-
nimmd. |

Ist ndmlich g zu 4 gehérende Funktion mit g(z) = «, g(y) = #
und « == f, so nimmt die durch

b —a

h(x):a—{-ﬂ (g — a)

definierte, ebenfalls zu £ gehérende Funktion in 2 den Wert a
und in y den Wert b an.

Hillssatz 2. Ist A ein Ring, so auch &7 .

Um diesen Hilfssatz zu beweisen, approximiert man die Ele-
mente von & durch Elemente aus «. Dann sind aber Summe,
Differenz und Produkt von Elementen von&/ durch die Summen,
Differenzen bzw. Produkte der approximierenden Elemente selbst
approximierbar, so da8 also auch Summen, Differenzen und Pro-
dukte von zu &/ gehdrenden Elementen wieder zu A gehéren
miissen.

AuBerdem hat man noch:

Hillssatz 3. Besitzt der Unterring A von 6(X) die Eigenschaften 1
und 2 und gehdren g, und ¢, 2u &/, so gehdren auch

min (g,, g,) und max (¢, g)
zu & _
Um diesen Satz zu beweisen, soll g eine beliebige, zu &/ gehérende
.Funktion sein. Dann ist

z)| = Vg¥=z) = Vgl — (lgl* — g(z))
= |9l ]/1 - M, (8)

wobei

llgl* — g%=)
< << 2
0= = )

ist. Nun weiB man aus der elementaren Reihenlehre, daB }1 — ¢
als Potenzreihe in ¢ geschrieben werden kann, die fiir alle ¢ mit
0 = ¢ =< 1 gleichmdBig konvergiert.

Setzt man gl — ¢%(z)
ligh®
(8) ergebende Potenzreihe fiir |g| fiir alle z von X gleichmiBig

konvergent. Die Partialsummen dieser Potenzreihe sind Polynome
in £, also auch in g. Daher gehéren die Partialsummen zu &/,
da &/ nach Hilfssatz 2 ein Ring ist. Da gleichmaBige Konvergenz
aber Konvergenz in der durch (7) erzeugten Metrik bedeutet,
muB |g| selbst zu &/ gehoren.

Da man nun aber das Minimum min (g,, g,) bzw. das Maximum
max (g,, g») zweier Funktionen (vgl. Abb. 7) in der Form

= ¢, so ist wegen (9) die sich nach

) 1
min (g,, §;) = K} (v + 92 — lg1 — ga1),
1

max (g, ;) = Kl (g1 + g2 + g1 — 92)
darstellen kann, ist der Hilfssatz 3 bewiesen. Wir bemerken nur
noch, daB Hilfssatz 3 auch gilt, wenn man das Maximum bzw.

das Minimum endlich vieler zu £ gehérender Funktion bildet.

J s Max (94)87)
. 2

min(o,,’c;)'
\ ! Abb. 7
A {

Wir beweisen nun den folgenden grundlegenden Satz (vgl. P.S.
ALEESANDROW, Einfithrung in Mengenlehre und allgemeine Topo-
logie, Moskau 1977 (russ.)):

Approximationssatz von WEeIersTrass und StoNE. Sei X ein
bikompakter Raum und A ein die Eigenschaften 1 und 2 besitzender
Unterring von 86(X). Dann gilt

. PIV
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Um den Satz zu beweisen, sei f in §(X) beliebig gewihlt und
e > 0 eine beliebig vorgegebene positive Zahl. Weiter seien z
und y zwei beliebig gewihlte Punkte von X. Nach Hilfssatz 1
gibt es dann wenigstens eine Funktion g, , € «£, die in den Punk-
ten z und y die Werte f(z) bzw. f(y) annimmt. Da g, , und f stetig

- Abb. 8

sind, gibt es eine Umgebung U von z und eine Umgebung V
von y, so dal

f8) = 5 < geul® < 1) + (10)

fir alle ¢ aus U und fiir alle ¢ 'aus V gilt. Geometrisch gedeutet
bedeutet letzteres: Die aus A gewihlte Funktion g, verbleibt
sowohl in der Umgebung U von z als auch in der Umgebung V

von y in dem %-Streifen um f (vgl. Abb. 8). Bei festgehaltenem

Punkt y sei im folgenden zunédchst nur z ein beliebig zu wihlender

Punkt von X. Bei jeder Wahl von z wird die zugehérige Um--

gebung V von y betrachtet. Variiert z in ganz X, so bilden die
zugehdrigen Umgebungen U eine offene Uberdeckung von X.
Wegen der vorausgesetzten Bikompaktheit von X geniigen bereits
endlich viele derartige Umgebungen U zur vollstindigen Uber-
deckung von X. Es gibt also endlich viele Punkte z,, ..., 2, von X,
so daB die entsprechenden Umgebungen U,,..., U, (vgl. Abb. 9)
den Raum vollstindig iiberdecken. Die entsprechenden Umgebun-
gen des fest gewihlten Punktes y seien V,,..., V), so dafl jede
Funktion ¢.,, die Ungleichung (10) sowohl in U; als auch in V;
erfiillt. Nun sei ¢, das Minimum der endlich vielen Funktionen
sy $ = ], ey k:

gy = MiD (Fz,ps -+ Irpp) -

Nach Hilfssatz 3 gehért diese Funktion g, zu &/ . In jedem Punkt ¢

wan ¥ stimmt a_ alsn mit einem a. .. iiberein. Da alle 4. .. iitherall

unterhalb f + —;- liegen, gilt auch

9,(6) < 1) + 5 (1

fiir alle £ aus X. Andererseits erfiillen alle g;,, in einer Umgebung
V; von y sogar die zweiseitige Ungleichung (10). Ist V der Durch:

Abb. 9

schnitt der endlich vielen Umgebungen Vi, ..., V}, so erfiillt ¢
daher in V sogar die zweiseitige Abschidtzung (10). Damit ist ins
gesamt gezeigt: Zu jeder Wahl von y gibt es eine zu &/ gehérende
Funktion g,, die in ganz X die Abschidtzung (11) erfiillt, wihrenc
sie in einer Umgebung V von y dariiber hinaus der zweiseitiger
Abschdtzung (10) geniigt.

Nun lassen wir schlieBlich den Punkt y in X variieren: Jeden
y ordnen wir die oben konstruierte Funktion g, und die ent
sprechende Umgebung ¥ zu. Auch die V bilden eine offene Uber
deckung von X, so daf wegen der Bikompaktheit von X eben
falls wieder endlich viele dieser Umgebungen zur vélligen Uber
deckung von X geniigen. Seien V, ..., ¥, die erforderlichen Um
gebungen und y,,..., y; die zugehdrigen Punkte, von denen di
Umgebungen zu betrachten sind. Wir definieren ¢ = max (g,,, ...
gy,) jetzt als das Maximum der endlich vielen Funktionen g, ...
gy, (vgl. Abb. 10). Da alle g,, die Ungleichung (11) erfiillen, wirc
diese Ungleichung auch von ¢ auf ganz X erfiillt. Gehort ¢ zu V,
so gilt nach (10) aber insbesondere auch

f&) — 5 <98,

Da ¢ das Maximum aller g,, ist, gilt daher auch in jedem Punkt:
von X die Ungleichung

1) — = < g(é).



Abb. 10

Insgesamt ist gezeigt, daB die (nach Hilfssatz 3 zu &/ gehérende)
Funktion g auf ganz X die zweiseitige Abschdtzung
€

&) — %

<o) <f&) + 5

erfilllt. Verwendet man schliefllich nochmals die Definition (7)
der Metrik, so ist also gezeigt:

Zu jedem f aus £(X) gibt es ein g aus &7, so daB
€

a(f,9) = 2

ist. Weiter gibt es zu dem konstruierten g aus & auch ein 4 aus
A selbst, so daB

£
d(h —

ist. Damit wird (nach der Dreiecksungleichung)
d(f,h) S dif,g) + dhg) < 5 + 5 =,

so daB zusammenfassend gezeigt ist:
Zu jedem f aus 8(X) gibt es ein A aus A4 mit
d(f, k) < e.

Da ¢ eine beliebige positive Zahl ist, kann man jedes f also be-
liebig gut durch Elemente von A approximieren. so daB die

behauptete Aussage & = £(X) bewiesen ist.
Die bewiesene Aussage kann man iibrigens auch anders formu
lieren, ndmlich so:

Ein Unterring A von 8(X), der die Eigenschaften 1 und 2 besiiz
liegt dichi!) in €(X).

Wir mochten noch darauf hinweisen, daB beim Beweis de
Approximationssatzes von WEIERSTRASS und STONE die bheide:
vorausgesetzten Eigenschaften 1 und 2 nicht unmittelbar an
gewandt werden. Sie werden jedoch zum Beweis der Hilfssitz
gebraucht, auf die der Beweis zuriickgreift.

Zum AbschluB sollen zwei Spezialfille des hergeleiteten Approxi
mationssatzes von WEIERSTRASS und STONE betrachtet werden:

Erstens sei X eine beliebige abgeschlossene und beschrankt
Menge des IR*. Da X bikompakt ist, ist jede auf X definiert
stetige Funktion gleichmafig durch Polynome (in n reellen Variablen
approzimierbar.

Zweitens soll ein Approximationssatz fiir (reellwertige) stetig
und n-fach periodische Funktionen in n reellen Variablen z,, ..., z
hergeleitet werden. Eine im ganzen R* definierte Funktion f heil3
dabei n-fach periodisch, wenn es n von Null verschiedene reell
Zahlen p,, ..., p, 80 gibt, daB

/(xl + D1y gy o0 oy 2:.) = /(xl, ceey xn)

/(zh x; + P, L3y eeey 2?,,) = f(zl: ey I,,)

f(xll ceny Ty, Ty + pu) = /(xlr ERY) xn)

fiir alle z,, ..., z, gilt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kanr
man annehmen, da8 p, = p; = -+ = P, = 2r ist (sonst wird ein
Variablentransformation durchgefiihrt). Ist i die imaginire Ein
heit und bezeichnet man exp (iz;) mit z;, so wird das durcl
0 < z; < 2 definierte Intervall auf die durch |z;{ = 1 gegeben
Kreislinie in der komplexen z;-Ebene abgebildet. Ist X das in
n-dimensionalen komplexen Raum gelegene Produkt dieser n Kreis
linien, so kénnen alle stetigen und n-fach periodischen Funktione:

1y Eine Teilmenge eines metrischen Raumes liegt definitionsgemdB dich
in diesem, wenn jeder Punkt des metrischen Raumes beliebig gu



— A —

als eindeutig definierte und stetige Funktionen auf X gedeutet
werden (und umgekehrt). Spezielle n-fach periodische Funktionen
sind die Konstanten, aber auch die durch sin z; bzw. cos z; defi-
nierten Funktionen.

Wenigstens eine der zuletzt genannten Funktionen nimmt in je
zwei voneinander verschiedenen Punkten von X voneinander ver-
schiedene Werte an (da zwei Punkte im R* ndmlich dann vonein-
ander verschiedenen Punkten von X entsprechen, wenn sich nicht
alle Koordinaten um ein ganzzahliges Vielfaches von 2x unter-
scheiden ; unterscheiden sich aber die j-ten Koordinaten z; und y;
zweier Punkte nicht um ein ganzzahliges Vielfaches von 2x, so
ist der Wert von sin z; oder der von cos z; von dem entsprechen-
den Wert siny; bzw. cosy; verschieden). Ist daher £ der von
den genannten Funktionen erzeugte Ring, so ist «£ ein Unterring
von 8(X), der die Eigenschaften 1 und 2 besitzt. Durch Anwen-
dung des Satzes von WEIERSTRASS und STONE folgt damit:

Jede stetige und n-fach periodische Funktion kann gleichmdfig
durch Polynome in sinz; und coszj, j = 1,...,, n, approximiert
werden.

Im Spezialfall n = 1 folgt: Ist | stetig und periodisch mit der
Periode 2%, so kann f gleichmdpig durch Polynome der Form

k
. 2 a,sin"zcos'z
H=0
approzimiert werden. Wir bemerken, daB solche Polynome auch

in der Form
k
a, + J (a, sin vz 4 b, cos vz)
yexl
geschrieben werden kénnen.?)

Die in beiden Beispielen betrachteten Polynome haben reelle
Koeffizienten. Da reelle Zahlen beliebig gut durch rationale Zahlen
approximiert werden konnen, kénnen die zur Approximation
stetiger Funktionen verwendeten Polynome in beiden Fillen
durch Polynome mit rationalen Koeffizienten gleichmdBig approxi-

1) Wegen cos 2z = cos?z — sin*z und sin*z + cos*z = 1 ist beispiels-
1
weise sin?z = L sin? x 4 .m..ﬁ — costz) = —
2 2 2
1 1
= — — — C08 2z.
2 2

-

- .W. (cos® x — sin? z)

miert werden. Andererseits bilden Polynome mit rationalen Koeffi-
zienten eine abzihlbare Menge, so daB sich in beiden Fillen auch
ergibt: Es gibt je eine abzidhlbare Menge, die in £(X) dicht liegt.
Metrische Rdume, in denen es eine dicht liegende abzéhlbare
Menge gibt, heiBen separabel. Daher ergibt sich als Nebenresultat,
daB in beiden Beispielen der betrachtete Raum von stetigen Funk-
tionen separabel ist.

7. Auswahlaxiom und Zornsches Lemma?)

In vielen Beweisen der Mathematik?) wird von einer Aussage
Gebrauch gemacht, die in der modernen Mengenlehre und in der
mathematischen Grundlagenforschung als Auswahlaxiom bezeich-
net wird.

Es sei M eine Menge; jedes A € M sei eine nichtleere Menge.?)
Dann besagt das

Auswahlaxiom. Es existiert eine Funktion ¢ auf M derart, daf
fiir jedes A ihr Wert p(A) etn Element von A4 1st.

Mit anderen Worten garantiert das Auswahlaxiom die Zuord-
nung eines Reprisentantensystems zu jeder Menge, die als eine
Gesamtheit nichtleerer Mengen gegeben ist.

Um das Zornsche Lemma zu formulieren, erkliren wir zundchst
die Begriffe Halbordnung, obere Grenze, maximales Element und
Kette.

In einer Menge mit den Elementen a, b, ... ist eine Halbordnung
durch eine zweistellige Relation & gegeben, wenn & reflexiv,
transitiv und identisch ist; d. h., es gilt

1. a S a (Reflexivitat),
2. ausa S bund b S ¢ folgt a S ¢ (Transitivitat),

3. ausa S bund b £ a folgt a = b (Identildt).

Man spricht auch von einer ,,Halbordnung® anstatt von einer
,Menge mit einer Halbordnung*. Die Relation & kann als vor

1) Vgl. H. HerMEs, Einfihrung in die Verbandstheorie, Berlin, Géttingen,
Heidelberg 1955.

?) Zum Beispiel beim Beweis des Fortsetzungssatzes von Ham¥ und
BaNacH, wie in Kapitel 8 gezeigt wird.

3) Da also die Elemente von M selbst Mengen sein sollen, ist Af einc
Menge von Mengen.
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