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Als erstea Beispiel wählen wir das Integral 

Darin sei a eine reelle Zahl und Q (z) eine rationale Funktion derart, daß zOQ (z) für z + 0 und 
z + oo gegenNull geht. Der Integrand ist mehrdeutig, denn wenn z den Nullpunkt entgegen dem 
Uhrzeigersinn umläuft, so durchläuft - z denselben Weg, und daher wiichst das Argument von 
- 2  um den Summanden 2n. Somit multipliziert sich -z selbst mit dem Paktor e2"{, und 
(- z)+l hat nach dem Umlauf die Gestalt (- z)"I e2(~-lId, d. h., in , diesem Falle wird die 
Funktion mit dem Faktor e2!&)d multipliziert, der ungleich Eins ist, sofern a keine ganze 
Zahl ist. Der Nullpunkt ist also ein Verzweigungspunkt unseres Integranden. Um die 
Funktion eindeutig zu machen, schneiden wir die Ebene längs der positiven reellen Achse vom 
Punkt z = 0 an auf. In dieser aufgeschnittenen Ebene T ist w e r  Integrand eindeutig, und 
um ihn vollständig zu definieren, müssen wir das Argument von - z in irgendeinem Punkt der 
T-Ebene vorgeben. Dementsprechend wolien wir annehmen, daß das Argument der negativen 
Zahl - z auf dem oberen Ufer dea Schnittes, auf dem z positiv ist, gleich - n sei. Beim Durch- 
laufen irgendeinea geschlossenen Weges um des Nullpunkt treffen wir vom oberen Ufer des 
Schnitte aus auf das untere, wobei das Argument von - z den Zuwachs 2n erhält. Wir müssen 
also auf dem unteren Ufer des Schnittes das Argument von - z gleich n annehmen. Bezeichnen 

Y 
wir den absoluten Betrag von z mit X, dann gilt 

i fn - z = x e  auf dem oberen Ufer, 

- z = xef" auf dem unteren Ufer 
und folglich 

(39) {;I:;::: = 
t4(*')* auf dem oberen Ufer, 

U-1 f (U-1)n 
= X  e auf dem unteren Ufer. 

Für das Integral (38) wählen wir jetzt den Inte- 
grationsweg I. Er sei eine geschlossene Kurve, die a w  
folgenden vier Stücken besteht: Aus dem Intervall 
(e, R) dea oberen Ufers des Schnitt. ,  dem Kreis CR 
um den Nullpunkt mit dem Radius R, der entgegen 
dem Uhrzeigersinn durchlaufen wird, dem Intervall 
(R, &) dea unteren Ufers des Schnittes und schlieDlich 
aus dem Kreis C* um den Nullpunkt mit dem Ra- 

~ b b .  62 dius 8, der im Uhigerainn durchlaufen wird (Abb.62). 



Damit wir liiiigs dcr positivcn rccllcn Achse intcgricrcn diirfcii, sctzcn wir vornus, dnfl dic rntionalc 
Funktion Q (2) aiif (km positivcn Teil dcr rcellcn Achse kcinc Polc habe. 

Nnch dcin Rcsiducnsatz ist dcr Wert des Intcgrnls (38) gleich dem Produkt aus 2ni und der 
Sumrno der Rcsiducn in d e n  Polen dcr rntionnlen Funktion Q (z), die glciclizcitig nucli Polc des 
Integrandcn sind; dnbci möge E hinreiclicnd klein und R genügend groß gewählt sein, 60 

da0 alle erwtllinten Polo inrierlialb des durch unseren Intcgrationsmeg begrenzten Gebietes 
liegen. Wir zcigcn jetzt, daß dic Integrale übcr dic &eise CR und CE für R -+ oo und -+ 0 gegen 
Null streben. Verwendet man dic übliche Integralnbschiitzung, so erhält man 

I /(- z)~- '  Q (z) dz I G 2nR . R"' max I Q (z) I = 2nRa m m  1 Q (I) I . 
c R 

au I CR auf CR 

Nach Voraussetzung gilt aber zaQ (z) -+ 0 für z -+ m, und folglich strebt der rechts stehende 
Ausdruck fiir R + 00 tatsächlich gegen Null. Entsprechend gilt auf dem Kreis Ca folgende 
Abschätzung : 

I /(-=).-I Q (z) dz I < 2mamax 1 Q (2) 1 , 
C, 

auf C, 

und da  nach Voraussetzung zuQ (z) .-+ 0 für z -+ 0 gilt, strebt der letzte Ausdruck für E 3 0 
gegen Null. Aiso bleibt uns schließlich nur die Integration längs des oberen und unteren Ufers 
des Schnittes, wobei der Wert des Integranden dort durch die Formel (39) definiert ist. Sie liefert 
uns 

R 
lim /[xa-I (11-11 in(O-')~(x)]dz= 2ma. 
s-bo - Q ( 4 - X  e 

Dabei ist Z r  die Summe der Residuen in allen Polen der Funktion (- z)+' Q (z), die irn End- 
lichen liegen. 

Berücksichtigt man, daß eAn = eh = - 1 ist, so k a m  man die lehte Gleichung wie folgt 
schreiben : 

00 

(eku-e-i*) /xa-'Q (X) dx = 27ci Z r  
0 

oder (gemaß der EULE R schen Formel) 

n 
[d-'Q(x)dx= sin -B. an 

Die Beziehung (40) gibt die Möglichkeit, viele bestimmte Integrale zu berechnen, deren Stamm- 
funktione~ nicht in geschlossener Form angebbar sind. Wir erinnern nochmals an die Voraus- 
setzungen, die die Punktion Q (z) erfüllen muß, damit diese Formel gilt: Die Funktion Q (2) mu@ 
eine rationale Funktion sein, die auf dem positiven T e i l  der reellen Achae keim Pole hat und außer- 
dem die Bedingungen 

zaQ(z)-+O für z+O und z+oo  
erfiillt. 

Als spezielles Beispiel betrachten wir das Istegral - 
M 

(41) 

Die Funktion 



erfüllt, wie man leicht sieht, alle oben angegebenen Bedingungen und hat den einzigen Pol z = - 1. 
In ihm hat die Funktion 

(- 2)"-' 

ein Residuum, das man wiederum nach der Regel beatimmt: Zähler, dividiert durch die Ableitung 
des Nennern. Es ist also 

r = (- 1 
C . = - 1  

Wir müssen uns bei der Berechnung des Wertes der Funktion (- z)=-l im Punkt z = - 1 
nach der oben angegebenen Definition dieser mehrdeutigen Punktion richten: Auf dem oberen 
Ufer des Schnittes ist daa Argument von - z gleich - n, und folglich ist es nach halbem Umlauf 
um den Nullpunkt auf dem negativen Teil der reellen Achse gleich Null. D. h., es ist 

Schließlich ergibt sich nach Formel (40) für das Integral (41) der Wert 

n 
sin an 

Ale zweih  Beispiel einea Integrale über eine mehrdeutige Funktion wählen wir 

B C 
Dabei setzen wir voraus, daß der Ausdruck A + 2 7 + 3 reelle Koeffbienten und reelle ver- 

schiedene Nullstellen z = z1 und z = z, mit 0 < z1 < z, hat. 
Wir wollen außerdem A < 0 annehmen, woraus unmittelbar folgt, daß obiger Ausdruck für 

z1 < z < z, positiv ist. In  (43) wird über das Intervall z, z G z, der reellen Achse integriert 
und die Wune1 in diesem Intervall als positiv vorausgesetzt. Der Integmnd 

hat in 2, und z, Verzweigungspunkte erster Ordnung. Schneiden wir die Ebene Iängs dea Inter- 
valls (zl, 2%) der reellen Acbse auf, dann ist die Funktion (44) in der so entstehenden T-Ebene 
regulär und eindeutig 1191. 

Wir sehen die Wurzel auf dem unteren Ufer des Schnittes als positiv voraus. Um zum oberen 
Ufer zu gelangen, müssen wir einen der Verzweigungapunkte umgehen, und auf dem oberen Ufer 
ist dann die Wurzel negativ [19]. Wir integrieren aho längs des gesamten Randes dea Schnittes 
in positiver Riohtung, d. h., wir integrieren über die Funktion (44) längs des unteren Ufern iq 
der Richtung von z1 nach z, u4d länge des oberen von z, nach 2,. Der erste Teil dimer Inte- 
gration liefert offensichtlich das Integral (43). Bei der Integration längs dea oberen Ufera 
wecheelt der Integrand das Voneichen, aber auch die Integrationsrichtung geht in die entgegen- 
gesetzte über. Folglich ist der Wert des Integrals längs des oberes Ufers derselbe wie der längs 
des unteren. Der Wert d a  Integrals tiber den gesamten Rand dea Schnittes ist also gleich dem 
Doppelten des Integrals (43). 

Nach dem C A U C H Y B O ~ ~ ~  Satz können wir, ohne den Wert des Integrab zu ändern, eine atetige 
Deformation unserea geschlossenen Weges unter der Bedingung vornehmen, daß dabei das Re- 
gularitiitsgebiet der Funktion (44) nicht verlassen wird. Ist I &endein geschlossener Weg, der 



den obengenannten Schnitt im Innern enthnlt, und zwar 80, d d  der einfache Pol z = 0 der 
Funktion (44) im Äiißcren von 1 licgt, so folgt aus dcn vorigen Uberlegungen, da13 

ist. Wir wollen jetzt die Funktion (44) in der NZihe von z = CO und z = 0 entwickeln. I m  ersten 
Falle können wir schreiben : 

Wendet man die Binominalformel an, so bekommt man 

Es soll der Wert von )Ia in dieser Formel bestimmt werden. Dazu betrachten wir die 
rechte Seite von (44). Sie ist nach Voramsetzung auf dem unteren Ufer des Intervalls (z„ 2,) 
positiv. Um vom unteren Ufer aus zum Intervall (z„ + W) der reellen Achse zu gelangen, muß 
man den Punkt z = z, entgegen dem Uhrzeigersinn umgehen. Dabei vergroßert eich das Argument 

It der Dinerew z - X ,  um rr, jedoch das Argument des Ausdruckes (44) um T ; letzteres ist also 

nicht gleich N d ,  sondern gleich Mit anderen Worten, die Funktion (44) rnuß im Intervall 

(z„ + m) der reellen Achse als positiv imagink vorausgesetzt werden. (Als positiv imaginäz 
bezeichnen wir die Zahl ia mit a > 0.) Aus (46) folgt dann, daß auch ab positiv imaginär 
angenommen werden muß. 

EsGsprechend muß man, um vom unteren Ufer des Intervds (3,zJ zum Intervall (0 %) zu 
gelangen, den Punkt z = z, im ührzeigersinn umlaufen. Nach diesem Umlauf ist das Argument 

rr 
des Au.~druckea (44) gleich - 3, dieser Ausdruck selbst ist also im Intervall (0, i) negativ 

imaginär. 
Wir schreiben jetzt die Entwicklung der Funktion (44) in der Nähe von z = 0 auf: 

oder nach der binomischen Formel: 

Auf Grund der vorigen überlegungen rnuß VC als negativ imaginär angenommen werden. Wir 
erinnern daran, daß nach Voraussetzung A < 0 ist und aus der Ungleichung z, > z, > 0 auch 
C < 0 folgt. 

Nach dem CAUCHY achen Satz ist das Integral tiber die Funktion (44) längs einea gr6ßeren ge- 
schlossenen Weges L in der Umgebung von z = ,m gleich der Summe der Integrale über den 
obenerwähnten Weg I und aber den Weg 1, der um z = 0 herumführt. Dabei sind beide Integra- 
tionen entgegen dem Uhrzeigersinn aiiszufiihren. Die Integrale über L und sind gleich dem 
Produkt von 2ni mit dem Koeffizienten von X-I in den Entwicklungen (48) und (47). Folglich gilt 
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wobei folgenden Eigenschaften besitze : 

1. crC enthalte alle auf X konstanten Funktionen. 
2. Zu je zwei Punkten X, y von X gibt es wenigstens eine zu d 

gehörende Funktion, die in X und y voneinander verschiedene 
Werte annimmt. 

Zunächst. gilt der folgende 
Ilil!ssutz 1 .  Besilzt d die Eigei~schaften 1 und 2 ,  80 gibt es zu 

beliebig geuxihllen, voneinander verschiedenen Punkten X und y von X 
und zu beliebig geuxihlten Werten a und b st& wenigstem eine zu d 
gehorende Funktion, die in X den Wert a und in y den Wert b an- 
71 immi. 

Ist nämlich g zu A gehörende Fiinkt,ion mit g(x) = a, g(y) = /I 
und a 4 ß, so nimnit die durch 

1 

definierte, ebenfalls zu Y( gehörende Funktion in X den Wert a 
I und in y den Wert b an. 

Iniiissatz 2. Ist d ein Ring, so auch d-. 

Um diesen Hilfssatz zu beweisen, approximiert man die Ele- 
mente von d- durch Elemente aus J. Dann sind aber Sumnie, 
Differenz und Produkt von Elementen vond- durch die Summen, 
Differenzen bzw. Produkte der approximierenden Elemente selbst 
spproxiniierbar, so daß also auch Summen, Differenzen und Pro- 
dukte von zu &- gehörenden Elementen wieder zu 3 gehören 
müssen. 

Außerdeiii hat inan noch : 

iiilfssatz 3. Besitzt der Unterring A von LP(X) die Eigenschaften 1 
und 2 und gehoren g, und g2 t u  d-, so gehören auch 

nlin (91, g2) und niax (gl, 92) 
zu Si-. 

Um diesen Satz zu beweisen, soll g eine beliebige, zu dgehörende 
.Funktion sein. Dann ist 

ist. Nun weiß nian aus der elementaren Reihenlehre, daß ir[ 
als Potenzreihe in ( geschrieben werden kann, die für alle 6 niit 
0 $ 6 5 1 g le ichm~ß~g konvergiert. 

Setzt inan ll9Il2 - g a w  = [, so ist wegen (0)  die sich nach 
llsl12 

(8) ergebende Potenzreihe fiir Igl fiir alle X von X gleichmäßig 
konvergent. Die Partialsunimen dieser Potenzreihe sind Polynoiiie 
in (, also auch in g. Daher gehören die Partialsummen zu d, 
da  d- nach Hilfssatz 2 ein Ring ist. Da gleichmäßige Konvergenz 
aber Konvergenz in der durch (7) erzeugten Metrik bedeiitet, 
iiiuß 191 selbst zu d- gehören. 

Da man nun aber das Minimum min (g„ g , )  bzw. das Maximum 
max ( g „  g,)  zweier Funktionen (vgl. Abb. 7) in der Form 

darstellen kann, ist der Hilfssatz 3 bewiesen. Wir bemerken nur 
noch, daß Hilfssatz 3 auch gilt, wenn man das hlaximuni bzw. 
das Minimum endlich vieler zu d gehörender Funktion bildet. 

Wir beweisen nun den folgenden grundlegenden Satz (vgl. P. S. 
ALEKSANDBOW, Einführung in Mengenlehre und allgemeine Topo- 
logie, Moskau 1977 (russ.)) : 

Approximationssatz von WEIERSTRASS und STONE. Sei X e i n  
bikompakter Raum und d ein die Eigenschaften 1 und 2 besitzende? 
Unterring von if(X). Dann gilt 



UUI den Satz zu beweisen, sei f in G(X) beliebig gewählt und 
E > 0 eine beliebig vorgegebene positive Zahl. Weiter seien X 

und y zwei beliebig gewählte Punkte von X. Kach Hilfssatz 1 
gibt es dann wenigstens eine Funktion g,,, E d, die in den Punk- 
ten z und y die Werte /(X) bzw. f(y) annimmt. Da g,,, und f stetig 

' Y .  I * ,  V 
1 0 . 1  I ,  I 

Abb. 8 
X X Y 

sind, gibt es eine Umgebung U von X und eine Umgebung V 
I von y, so daß 

Ln E E 

-t / ( F )  - gr..(P) < f(8) + (10) 

k für alle t aus U und für alle 8 aus V gilt. Ceonietrisch gedeutet 
I bedeutet letzteres: Die aus v( gewählte Funktion g I , ,  verbleibt 

sowohl in der Umgebung U von X als auch in der Umgebung V 
& 

von y in dein -Streifen uni f (vgl. Abb. 8). Bei fest.gehalteneni 
2 

Punkt y sei im folgenden zunächst nur X ein beliebig zu wählender 
Punkt Ton X. Bei jeder Wahl von X wird die zugehörige Uiii- 
gebung T' von y betrachtet. Variiert X in anz X', so bilden die 
zugehörigen Uingebungen U eine offene k berdeckung von X. 
Wegen der vorausgesetzten Bikonipaktheit von X geniigen bereits 
endlich viele derartige Umgebungen U zur vollständigen Ober- 
deckung von X. Es gibt also endlich viele Punkte X „  . . ., q von X, 
80 daß die entsprechenden Umgebungen U1, . . ., Uk (vgl. Abb. 9) 
den Raum vollständig überdecken. Die entsprechenden Umgebun- 
gen des fest gewählten Piinktes y seien V „  . .., Vk, so daß jede 
Funktion g,,,, die Ungleichung (10) sowohl in U i  als auch in V i  
erfüllt. Kiln sei g ,  das 3linimum der endlich vielen Funktionen 
g* i = 1, ..., k :  

g, = nlin ( g r , . „  . . ., g„.,).  

Nach Hilfssn t z 3 gehört diese Funktion g ,  zu d-. In  jedem Punkt E 
nnn X rtimiiit. n- nlnn mit. einem o, .. i i h r e i n .  T)R n . 1 1 ~  o- .. i ih~rall  

E 
unterhalb f + - liegen, gilt auch 

2 

für alle 6 aus X. Andererseits erfüllen alle g„,, in einer Umgebung 
V i  von y sogar die zweiseitige Ungleichung (10). Ist Y der Durch. 

schnitt der endlich vielen Umgebungen V „  ..., V „  so erfüllt g 
daher in V sogar die zweiseitige Abschätzung (10). Damit ist ins 
gesamt gezeigt: Zu jeder Wahl von y gibt es eine zu Jgehörendf 
Funktion gv, die in ganz X die Abschätzung (1 1) erfüllt, währenc 
sie in einer Umgebung V von y darüber hinaus der zweiseitiger 
Abschätzung (10) genügt. 

Nun lassen wir schließlich den Punkt y in X variieren: Jeden 
y ordnen wir die oben konstruierte Funktion g,  und die ent 
sprechende Umgebung zu. Auch die Y bilden eine offene Ober 
deckung von X, so da13 wegen der Rikompaktheit von X eben 
falls wieder endlich viele dieser Umgebungen zur völligen Ober 
deckung von X genügen. Seien Y„ . . ., I, die erforderlichen Um 
gebungen und yl, . . ., yl die zugehörigen Punkte, von denen dil 
Umgebungen zu betrachten sind. Wir definieren g = max (g„, . . . 
g„) jetzt als das Maximum der endlich vielen Funktionen g„, . . . 
g,, (vgl. Abb. 10). Da alle gut die Ungleichung (11) erfüllen, wir( 
diese Ungleichung auch von g auf ganz X erfüllt,. Gehört E zu Y, 
so gilt nach (10) aber insbesondere auch 

Da g das Maximum aller g,, ist, gilt daher auch in jedem Punkt : 
von X die Ungleichung 



I L J - Abb. 10 

Yj 

1nsg&ariit. ist gezeigt, daß die (nach Hilfsaatz 3 zu d- gehörende) 
Funktion g auf ganz X die zweiseitige Abschätzung 

I 
E E 

f ( 0  - 7 C At) f(8) + 2 
Y 

erf üllt. 17erwendet man schiie Blich nochmals die Definition (7) $ der Metrik, so ist also gezeigt : 
I 

Zu jeden1 j aus B(X) gibt es ein g aus d-, so daß 

ist. Weiter gibt es zu den1 konstruierten g aus d- auch ein h aus 
d selbst., so daß 

ist. Damit, wird (nach der Dreiecksungleichung) 

so daß zusanimenfassend gezeigt ist: 
Zu jedem f aus 8(X) gibt es ein h aus d mit 

Da e eine beliebige positive Zahl ist, kann inan jedes / also' be- 
liebig gut durch Elemente von J a~~roxin i ie ren .  NI da13 die 

behauptete Aussage d = B(X) bewiesen ist. 
Die bewiesene Aussage kann man übrigens auch anders form11 

lieren, nämlich so : 

Ein Untewing d von g ( X ) ,  der die Eigenschaften 1 und 2 besitz, 
liegt dicht1) in t f ( X ) .  

Wir möchten noch darauf hinweisen, daß beim Beweis de 
Approximationssatzes von WEIERSTRASS und STOXE die teide: 
vorausgesetzten Eigenschaften 1 und 2 nicht unmittelbar an 
gewandt werden. Sie werden jedoch zum Beweis der Hilfssätz 
gebraucht, auf die der Beweis zurückgreift. 

Zum Abschluß sollen zwei Spezialfälle des hergeleiteten Approxi 
mationssatzea von WEIERSTRASS und STOXE betrachtet werden : 

Erstens sei X eine beliebige abgeschlossene und beschränkt' 
Menge des IR". Da X bikompakt ist, ist jede auf X definiert 
stdige FunUion gkichm&ßig durch Polynome (in n reellen Variablen 
approximierbar. 

Zweitens soll ein Approximationssatz für (reellwertige) stetig 
und- n-fach periodische Funktionen in n reellen Variablen X„ . . ., X 
hergeleitet werden. Eine im ganzen IRn definierte Funktion f heiß 
dabei n-fuh periodbch, wenn es n von Null verschiedene reell1 
Zahlen plJ . . ., p ,  so gibt, daß 

für alle X „  . .., X ,  gilt. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kanr 
man annehmen, daß p, = p2 = -.- = P ,  = 21: ist (sonst wird ein1 
Variablentransformation durchgeführt). Ist i die imaginäre Ein 
heit und bezeichnet man exp (izj) mit z j ,  so wird das durcl 
0 $ X ,  $ 27t definierte Intervall auf die durch l z i l  = 1 gegeben( 
Kreislinie in der komplexen zj-Ebene abgebildet. Ist X das in  
n-dimensionalen komplexen Raum gelegene Produkt dieser n Kreis 
linien, so können alle stetigen und n-fach periodischen Funktionei 

I )  Eine Teilmenge eines metrischen Raumes liegt definitionsgemäß dich 
in diesem, wenn jeder Punkt des metrischen Raumea beliebig gu 
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