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TEIL II

LAGRANGE-MECHANTIK

"B8egim Prinzip der kleinsten Wirkung aber ist die Meinung,
dass die Natur ihr Ziel auf dem direktesten uege, also
mit dem kleinsten Aufwand an Mitteln, erreicht. Man
sollte daher besser sagen: Prinzip des kleinsten Auf-
wandes bei grdsster Wirkung. Doch scheint es aussichts-
los, nachdem das Wort 'Wirkung' durch Helmholtz und
Planck sanktioniert ist, es durch ein anderes zu er-
setzen,"

A. Sommerfeld

Fir viele mechanische Probleme ist es zweckmdssig,
die Newtonschen Bewegungsgleichungen nach Lagrange in eine
neue form umzuschreiben. Dies ist z.B. dann der Fall, uenn
das System Zuangsbedingpngen unterworfen ist, oder wenn es
gunstiger ist, krummlinige Koordinaten einzufihren. Die La~
grangeschen Bewegungsgleichungen haben ein einfaches Trans-
formationsverhalten und beliebigen differenzierbaren Koordi-
natentransformationen. Ferner lisst sich in der Lagrangeschen
Formulierung der Mechanik die Beziehung zwischen Symmetrien
und Erhaltungssidtzen elegant diskutieren. Wichtig ist auch,
dass sie auf andere physikalische Theorien, insbesondere die

Feldtheorie, verallgemeinert werden kann.
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KAPITEL 3. LAGRANGESCHE BEWEGUNGSGLEICHUNGEN UND
HAMILTONSCHES VARIATIONSPRINZIP

3.1. Die Lagrangeschen Bewegungsgleichungen 2. Art

Wir betrachten zundchst wieder die Newtonschen Be-
wegungsgleichungen fir einen Massenpunkt (die Verallgemei-

nerung auf N Massenpunkte ist trivial):

m :’i = F (,’i’:’&vt) . (3.1)

Mit Hilfe der kinetischen Energie

T() = 4 m i (3:2)

ldsst sich die linke Seite von (3.1) folgendermassen schreiben
d d @7

mi—TmZ(-:d—t- ?T-g. (3.3)

Falls sich die Kraft in (3.1) aus einem Potential V(x,X,t)

wie folgt ableiten lisst

Qv ,d v
E=-a%x* % o%

I

so kdnnen wir mit Hilfe der Funktion

’ (3.4)

L(x,X,t) == T(X) = V(x,X%,t) (3.5)

die Bewegungsgleichung (3.1) so schreiben:

QL d QL _
GET @ SX - O (3.6)

Umgekehrt folgt aus (3.6) mit (3.5) die Gleichung (3.1).

Die Gleichungen (3.6) sind die Lagrangeschen Glei-

chungen 2. Art, Die Funktion L ist die Lagrange funktion,

Die linke Seite von (3.6) nennt man die Euler Ableitung.
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Wir schreiben dafir abkiirzend oft

L d QL
[L]l(. HES ,_;9—'5 - gt (Tg . (3.7)

Das System (3.6) ist ein (implizites) Differential-
gleichungssystem 2. Ordnung.

Im Anschluss an (3.7) und (3.4) seien die folgenden,
etwas pedantischen Erliduterungen angefiqgt, Liegt eine Funk-
tion F: mfx Ian ti —_— R vor, deren Argumente wir mit
(xyx,t) bezeichnen (x ist eine unabhingige Variable und

keine Zeitableitung), so definieren wir die formale totale

Zeitableitung %% : ’E?”x ﬂl — K{ durch

dF RDF ¢+ (QF « (F
It (x,%,%,t) := ax X oA % . (3.8)

Diese Ableitung wird zur aktuellen, wenn wir x als Funktion
von t vorgeben und der Punkt die Zeitableitung bedeutet.
Die formale totale Zeitableitung kann mit dem Differential

dfe L(R"x R"xR) auch folgendermassen geschrieben werden:

dF ‘e

I% = 9F » (x,%,1) . (3.8")
In der Definition (3.7) (und in (3.4)) soll man %? als forma-
le Ableitung und [L]x als Funktion der unabhdngigen Variablen

(x,X4X,t) auffassen.

Im folgenden betrachten wir allgemeiner mechanische
Systeme, deren Zustinde durch Punkte im TRZF dargestellt
sind, und deren Bewequngsgleichungen sich aus einer Lagrange-~
funktion L : RZTx B —w= R » (q9,q,t) ¥—> L(q,q,t) her~
leiten lassen, wobei wir abkiirzend q,§ fir (ql,...,qF)

bzw. (él,...,éf) schreiben, Solche Systeme nennen wir
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Lagrangesche Systeme. Es sei betont, dass nicht jedes mecha-

nische System durch eine Lagrangefunktion beschrieben werden
kann. Im allgemeinen ist dies nicht moglich, wenn Reibungs-
krafte wirksam sind.

Bevor wir einige Beispiele von Lagrangefunktionen dis-
kutieren, wollen wir untersuchen, wann zuei Lagrangefunktionen
die gleichen Euler-Ableitungen haben, und damit zu den gleichen

Lagrangeschen Gleichungen fiihren. Die Antuwort gibt der folgende

Satz 3.1: Zwei Lagrangefunktionen L wund L' haben genau dann
dieselben Eulerschen Ableitungen, wenn sie sich um eine formale

totale Ableitung einer Funktion M(g,t) unterscheiden.

Beweis: [LJq - [L']q verschuindet, wenn fir G:= L - L'

folgendes gilt:

2 = )2
26 _ > (LG a, 4+ < G q, ] + G =0 .
9, ¢ 4R T 3E0% b T REST (3.4
3.
Damit der Koeffizient von ag verschwindet, muss G linear
in é sein:
6(g,9,t) = 2 F (g,t)q, + H(g,t) . (3.10)
U3
Setzen wir dies in (3.9) ein, so folgt
nu_CF 0f _OF, (3.11)
Cra, ‘crt &TH va, ° ’

Dies sind aber gerade die Inteqrabilitdtsbedingungen (Verschuwin-

den der Rotation) fir die Existenz einer Funktion M(q,t) mit

_anm b oM
k = g’ Tt
(vgl. den Anhang I). Dies bedeutet nach (3.10), dass G = Q%

ist. Umgekehrt ist es trivial zu verifizieren, dass die Euler-

ableitung einer totalen Ableitung einer Funktion M(g,t) verschwindet.

O
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Beispiel: Lagrangefunktion fir ein geladenes Teilchen in einen
elektromagnetischen Feld.

Die Kraft lautet

E(x,%,t) = e [E(x,t) +

Ol

.).S.A.@.(.’ﬁyt) 1, (3.12)
wobei E das elektrische und B das magnetische Feld ist,

in denen sich das Teilchen bewegt., In der tlektrodynamik wird
gezeigt, dass sich diese Felder - als Folge der homogenen Max-

well Gleichungen - aus Potentialen ¢ und A wie folgt her=-

leiten lassen:

)
1=

B=VAA(=rtha), E=-vo-

0Ol

ST ¢ (3.13)

Nun zeigen wir, dass (3.4) fir das folgende geschwindigkeits-
abh&ngige Potential erfiillt ist

V(x:%,t) = e lo(x,t) - & (%,a(x,t))] (3.14)

(vgl. dazu auch die Uebungen). Wir rechnen in Komponenten (iiber

doppelt vorkommende Indizes wird summiert):

v 1. QA
x. = © C%x: =T Xk 75x.] ’

i
a_ 2,_!=_s&=_2(2ﬂl+(”i')
dt ()xi c dt c t (Bxh k? ?
A d 2V (_Qm __LQAl) g(QAk (bi);
?oxi + dt‘i?? =€ ?5xl cC ot c VX, X, k
=eE1+%(-;5-A-§)i'

Beim letzten Gleichzeitszeichen wurde (3.13) benutzt (verifiziere
das Resultat im Detail),
Fir die Kraft (3.12) gilt also die Darstellung (3.4) mit dem

Potential (3.14). Deshalb ist die Lagrangefunktion
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2 52~ au(x,t) + 2 %eal(x,t) (3.15)

Eichinvarianz: Die Felder E und B &ndern sich nicht,

wenn man in (3.13) fiir die Potentiale die folgenden Ersetzun-

gen ausfihrt:

X
L, (3.16)

)

A= A +9I9X , o> o=~ %

N

wo X eine diffb, Funktion ist (verifiziere dies). Erwartungs-
gemadss dndert sich dabei die Lagrangefunktion (3.15) um ein

(formales) totales Differential:

L — L+-§-(_>'£.Y’x +%9&:)=L+%E(%/X).

Energiesatz: UWenn L nicht explizite von der Zeit abhdngt,

so ist

(0,8) 1= D A g - L (3.17)
k

ein Integral der Bewegung, denn

dE _ d QL y s QL v oL o QL o _
d '%[E’E(?ﬂik) qk+7§q'k U - qqu 725, k1 =0,
auf Grund der Lagrangeschen Bewegungsgleichungen,
Falls L =T -V , wobei T ein guadratischer Aus-
druck in den a ist ,
T = % gik(Q) ai ak ’
und V nur eine Funktion der q ist, gilt
E = T+Vv, (3.177")

deh. E 1ist die Enerqie. Deshalb nennen wir allgemein die

Funktion (3.17) die Energie des Lagrangeschen Systems.
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3.2 Kovarianz der Eulerschen Ableitung

Die Lagrangesche Form der Mechanik ist besonders auch
deshalb niitzlich, weil die Eulerschen Gleichungen unter belie~
bigen differenzierbaren Koordinatentransformationen invariant
bleiben.

. f f . . .

Es sei ¢: W xR —— R eine zeitabhd@ngige Trans-

formation, d.h. fir jedes feste t soi mt(x):= p(x,t) ein

(lokaler) Diffeomorphismus, Zu diesem definieren wir die Tan-

gentialabbildung
: (9,8,t) —> (Q,0,t) (3.18)
durch
Q = ¢(q,t) (3.19)
q = Do, (q) & + —%% (a,t) | .
Nun gilt der folgende
Satz 3.2: Es sei L eine Lagrangefunktion und C = L o T
die transformierte Lagrangefunktion unter der zeitabh&dngigen
Transformation ¢ , dann gilt fir die Eulerschen Ableitungen
von L und LU die Beziehung
q_:l-__d_.I- ‘?F_‘ (_B__ d_?L ) (3.20)
g, dt 7 q 775 dt QQE ) )
Beweis: Nach Definition ist:
T (@8,t) = L(o(a,t), 0p(a)-& + S22 (q,8),¢) .
Nach der Kettenregel gilt:
‘1L=Z (2L D28 %aq—l
Ay Ji Q’QC qu (BQ “0 9y
i_ QT - = .d_é.%_kqﬂ - [WLQQ .,.fa%d_i_L]
dt q, 7 dt @Q'bqk g@g‘bqk “0q, dtqu‘;}2 :
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Durch Subtraktion folgt die Behauptung (3.20).

Folgerung: 1Ist Q(t) eine Ldsung der Lagrangeschen Glei~

chungen zur Lagrangefunktion L , so ist q(t) , definiert

durch Q(t) =;mt(q(t)) eine Ldsung zur Lagrangefunktion

L oT ¢ und umgekehrt (Invarianz der Lagrangeschen Gleichun~

gen 2, Art unter differenzierbaren Koordinatentransformationen),
Diese fFolgerung erlaubt es in einfacher Weise, die Be-

wegungsgleichungen auf andere Koordinaten zu transformieren.

Dazu ein

Beispiel: Das zentralsymmetrische Problem zum Potential v(r) .

Die kinetische Energie ist in Polarkoordinaten (r,S'JF) fir

g%sg x/2

T=4mx® =0 (22 2252 . (3.21)
Also lautet die Lagrangefunktion in Polarkoordinaten :

L(z,0,7,8) = B (£2+ £262) - v(r) . (3.22)
Da L nicht explizite von ® abhingt, ist % = mr%¢ = const.

Dies ist die Drehimpulserhaltung, Lz = mrzé = const. FiUr die

r-Gleichung erhalten wir aus

. tLg2 (L=
;%—% = mrwz- V! = 3 = V' =« U'; U=V + 5 3
mr 2mr
d 0 L _d e e
Ei_t' _ﬂ —-a-E-mr = mr ,

die uns schon bekannta Gl.

(X4

mr = - U'(r) . (3.23)



- 94 -

3.3 Das Hamiltonsche Variationsprinzip

2

Wir betrachten eine Lagrangefunktion L der Klasse C° ,

L UC'RZFXP——'>TR. Zu einer C? Bahn « : [tl,tz] —ﬂ"RF ’
mit («(t),a(t),t)e U fior alle te lt,t,] , bilden wir das
Integral t

4
I(x) =J‘ L(x(t), a(t),t) dt . (3.24)
t)
Dieses ist ein Funktional auf der Menge der betrachteten Bah-
nen o . Nun lassen wir zur Konkurrenz alle Bahnen zu, welche
in tl und t2 vorgegebene fest Werte annehmen, a(tl) = a ,
u(tz) = b , und fragen, unter welchen Bedingungen das Integral
(3.24) extremal wird., Wir interessieren uns hier nur fiUr die

folgende notwendige Bedingung.,

Satz 3.3: Die Lagrangeschen Gleichungen fiir g(t) sind not-

wendig dafiir, dass I(x) fir oa(t) =q(t) extremal wird.

Beweis: Uir betten die Bahnkurve q(t) in eine einparametrige
Schar glatter Vergleichskurven q(t,& ) ein:

a(t,e) =q(t) + £n(t), -1<e<1,
mit

h(tl) = h(tz) =0 . (3.25)
(Wir miissen natiirlich h(t) so wihlen, dass Fur alle
telt),t,] (q(t,e), 4(t,&),t)€u ist.]
Damit nun t

2
r(e)==f L{a(t, &),aq(t,&),t) dt

t
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fir & = 0 extremal wird, muss die Ableitung F'(0) = 0

sein. Nun ist £ £
2
Fr(e) = S = g, + e Gv,0 at .
i=l % 1
&
[Ein Strich bedeutet immer Ableitung nach &.] Fiir den 2. Term
in der eckigen Klammer schreiben wir

@L o, _d E%L d L
Oq‘i q'i = dt q. Q'i) = H'qual) q'i .

1

Den ersten Term rechts kdnnen wir trivial iiber t integrieren,
waobei wir wegen (3.25) einen verschuindenden Beitrag bekommen.

Damit erhalten wir t

F
Fr(o) = j; ’ § lL]q. h, (t) dt .
i=1 1

t

Die [L]q sind stetig und die hi(t) sind beliebige glatte
i
Funktionen, welche nur durch (3.25) eingeschrinkt sind. Des-

*
halb gilt ) (U =o0. E]
9
Fir die Interpretation von F'(0) als Richtungsablei-
tung des funktionals I(x) in Richtung h siehe z.B. [6], p.l6-.
Der obige Beweis zeigt, dass das Funktional I(a) fur

x(t) =q(t) genau dann stationir ist, wenn q(t) die Lagrange=-

schen Gleichungen erfillt, Dafir schreibt man auch:

t
2
% S L(Q(t)v El(t),t) dt=20 , Q(tl) = 3, Q(tz) = b,
t
1

*
) Dieser sehr plausible Schluss ist das sog. Fundamentallemma

der Variationsrechnung und wird z.B. in [6], p. 22 streng

bewiesen.



- 96 -

Dieses Hamiltonsche Variationsprinzip zeigt ebenfalls, dass

die Lagrangeschen Gl. 2, Art invariant sind unter differen-

zierbaren Koordinatentransformationen.

3.4 Symmetrien und Erhaltungssitze

Der Zusammenhang zwischen Symmetrien und Erhaltungs-
sdtzen lidsst sich in der Lagrangeschen Formulierung der Me-
chanik elegant diskutieren. Wir werden dieses Thema in der
kanonischén Mechanik (Teil I1II) wieder aufnehmen.

Wir betrachten ein Lagrangesches System mit Lagrange-
funktion

L: UxTR —» & , uvc® y TU = leRF, (3.26)

Zu einem zeitabhdngigen Diffeomorphismus ®: Ux R —>= Uc;uqf ,
sei T¢ die zugehorige Tangentialabbildung (3.19)., Wir stel-
len die folgende fFrage: Fiir welche ¢ geht jede Ldsung der
Eulerschen Gleichungen zu L wieder in eine Losung iber ?

Nun wissen wir (vgl. Folgerung zu Satz 3.2): Ist q(t)
eine Lésung der Eulerschen Gleichungen zu L , so ist wt(q(t))
eine Ldsung der Eulerschen Gleichungen zu L o Tw-l
[m'l(q,t):= (mzl(q),t)]. Mit dem Satz 3.1 kdnnen wir deshalb
folgendes schliessen:

Satz 3.3: Jede Ldsung der Eulerschen Gleichungen zur Lagrange-
funktion L geht unter einem (zeitabhingigen) Diffeomorphis-
mus @ wieder in eine L&sung iiber, falls

dM

LoTe = L+ gt (3.27)
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wo dM/dt die (formale) totale Zeitableitung einer Funktion
M(q,t) ist.

Falls ¢ die Gl, (3.27) erfillt, nennen wir o, eine
Symmetrietransformation von L . Mit mt ist auch m;l eine

Symmetrietransformation (verifiziere dises).

Nun betrachten wir eine l-parametrige Schar we von Symmetrie-

€e=0
transformationen mit L =:Id. Die Funktion M in (3.27)
wird dann im allgemeinen von & abhdngen. Wir differenzieren

die Gleichung
dMg

L o Tma = L + TT

nach £ an der Stelle & =0 und erhalten

d e dG
32:l£==0 Lo T e = OF s (3.28)
mit
dm
£
G = Ezla =0 ° (3.29)

Nun setzen wir in (3.28) eine Lisung q(t) der Eulerschen

Gleichungen zu L ein. Es sei

0a(t) = 2= o (a(t),¢) ey - (3.30)

Ist Q(t,e):= mé(q(t),t), so lautet die linke Seite von (3.28)

¥ ’ QL L ¢
m L(Q(t,&), Q(t’ezt%ﬁ_—_—o = 2“(‘ [';Dq_k éqk+ 5Fk éqk ]

(beachte Q(t, € = 0) = q(t)). Da die Ableitungen nach t

und & vertauschen, ist der 2. Term rechts

OLF 4 L
] e——p— ﬁq = —_— —_— — (e 8
@8, " T T L g 1] % T ((qu) a,

Benutzen wir noch die Eulerschen Gleichungen fiir q(t), so
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ergibt sich aus (3.28)

1
o

: QL
[.Z?; 8q, - G]
E?E; A

k

Qla
ﬂ-

Wir formulieren dieses uwichtige Resultat als

von Symmetrietransformationen mit

:E: ;%%: éqk -G

k

ein erstes Integral der Bewegung.

Beispiele: Die zehn klassischen Erhaltungssdtze

a) Translationsinvarianz und Impulserhaltung

Wir betrachten ein N-Teilchensystem mit der Lagrangefunktion
L(ql,...,gN, él""’éN’t ). Zur rdumlichen Translation
w :g'i r_> g'i +2 ’ i =l’..o,N b

gehdrt die Tangentialabbildung

(g;,;) ¥ (g; +a, &),

L ist translationsinvariant, falls

Lo Te = L .

(3.31)

Satz 3.4: Es sei me‘ eine l=-parametrige Schar (&£ -Schar)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

dM
e E
LoT ¢ = L+—dt— )
dma
WO -——7— die formale totale Ableitung einer Funktion Ne(q,t)
ist. Ferner sei mé£=° = Id , Definieren wir
o .
8g(gq,t) = =—— o t)
(a, 5c (q, .
und
(bM
G 61
€ =0 /
so ist

(3.35)

(3.36)

(3.361)
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Dies ist z,B. der Fall fur
e 2 ::ii
L=4% :Z:mi 9; - Uij (|ﬂi'ﬂj\), (3.37)
v i<
Fir eine € -Schar von Translationen Ea ist fir ein trans-
lationsinvariantes L die Funktion Na gleich Null und

=3

=0

69.1'_ =%‘£ (ﬂi"’ é E_)

Das Integral der Bewegung (3.35) ist damit Pea , wobei
N

_ QL
P = E Y (3.38)

i=1

Dies stellt den Impulssatz dar. Fir das Beispiel (3.37) ist

E=Zmi§i.

b) Rotationsinvarianz und Orehimpulserhaltung

Nun betrachten wir Rotationen der q; »
(> 31 g; /= Rg, , R < s0(3), i=1l,...,N

(S'i’é'i) b (Rﬂi’ Ré_i) .

7 (3.39)

Tp

L ist rotationsinvariant, falls Lo Te = L ist. Dies ist z.B.

FUr eine l-parametrige Schar R(E) mit R(0) = 1 ist wieder
G =0 und

mit ol oéR&(e)\ .
£ =o

- _
Aus R(E) R(&) =1 rfolgt K24 <2'- g, 4.h. 0 hat
die Form 0 ~0, o,
Q = 0o 0 -,
—0g O, o)
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und also qgilt
5g; = wAg; . (3.40)

Das Bewegungsintegral (3.35) ist jetzt gleich

L oL
2, (s Agy) wE, " E'ZﬂiA oF;
v

Da w beliebig ist, sind

9L
L= Z a; N\ (Tf—gi (3.41)
1

drei Bewegungsintegrale, Dies ist der Drehimpulssatz. Fir das

Beispiel (3.37) ist L = 2 a;Am, éi .
(%

c) Zeitliche Translationsinvarianz und Energiserhaltung

Aus der zeitlichen Translationsinvarianz von L folgt
QL/?2t = 0 . Dann gilt nach der Rechnung im Anschluss an
(3.17) der Energiesatz

- QL. -
E = T g; - L= 1. Integral . (3.42)

d) Galilei-Invarianz und Schuerpunktsatz

Schliesslich betrachten wir eine & -=Schar von Galilei-
Transformationen mit den Geschwindigkeiten g£v :

wg(g,t)=g_+ £ vt

e , , (3.43)
To : (g,9) —> (g + &vt, g+ & v),
Dafir ist
69. = '\it , (3.44)

Wir zeigen, dass dies Symmetrietransformationen fir das Bei-
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spiel (3.37) sind. Es ist

o 2 2
Lo Te® -L=§ :‘imi (g_i+5¥_) - 2 ;‘Z-_mi é-i

i i
m
2 i 2
= =0 ,N&=+&Zmig_io£+€_tz-§iy_ .

Das zugehdrige G in (3.34) ist

G(gth) = ;:Z: m. Qe Vv (3.45)

i
Das 1. Integral (3.35) ist deshalb nach (3.44) und (3.45)

gleich - ve+A , mit

A=Z m.g; -tEe, (3.46)

i
wobei wir (3.38) benutzt haben. Die Erhaltung der A ist Hqui-

valent zum Schwerpunktssatz.

Bemerkungen:

1) Da schon die kinetische Energie unter (3.43) nicht invariant
ist, muss man fir jedes L die Funktion G zuerst bestimmen,

um den Erhaltungssatz (3.35) angeben zu kdnnen.

2) Der Satz 3.4 und die obigen Beispiele zeigen folgendes:
Operiert eine Liesche Gruppe G (vgl. Anhang II) durch Sym~-
metrietransformationen auf dem g-Raum: g & G t—=> mgt , mit

¢y O ®, = 0y y so erhalten wir ebensoviele Bewequngsinte-

grale wie die Dimension der Liegruppe betrigt (denn diese hat
ebensoviele unabhidngige l-parametrige Untergruppen). Dies ist

der Inhalt des Noether Theorems.

Die Galileigruppe ist zehndimensional, was Anlass zu

den 10 klassischen Bewegungsintegralen gibt,
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KAPITEL 4. SYSTEME MIT ZWANGSBEDINGUNGEN

Es kommt hdufig vaor, dass die Bewegqung eines mecha-
nischen Systems durch Nebenbedingungen eingeschrinkt wird.
Beispiele dafiir sind:

(i) Die Beweqgung eines Massenpunktes verliuft auf einer
vorgegebenen Fliche (Bsp. sphirisches Pendel).

(ii) Ein Gas ist in einem festen Volumen eingeschlossen.

(iii) Die Abstidnde der Massenpunkte sind konstant (z.8.

fester Kérper).

Bedingungen dieser Art nennt man Zwangsbedingungen. Natiirlich

sind die Ursachen dieser Zwangsbedingungen in inneren oder

dusseren Kriften zu suchen, die man Zwangskrifte nennt.

4.1 Holonome und nichtholonome Zwangsbedingungen

Wir stellen uns vor, dass wir die Konfigurationen eines
Systems mit Zwangsbedingungen durch verallgemeinerte Koordi-
naten Qyoecerd, beschreiben kdnnen. Diese brauchen nicht un-

abh&ngig zu sein. Sind sie es, so sagt man, die Zahl der frei-

heitsqrade f des Systems sei n . Wenn sie abhdngig sind, so

bestehen zwischen ihnen eine Anzahl Zwangsbedingungen.

Wir betrachten zunichst sog. holoname Bedinqungen, wel-

che durch Gleichungen

F}L (qlv°0°’qnvt) = const , /L= 1,2,.0.,r1, (401)

mit r Funktionen ¢ ausgedriickt werden kdnnen.
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Beispiel: Ein Massenpunkt, mit Cartesischen Koordinaten X
bewege sich auf einer 2-dim. Fldche, welche durch
f(x,t) =0 (4.2)
dargestellt werden kann. (Diese kann i.a. von der Zeit abhingen.)
Wir nehmen an, dass die Gleichungen (4.1) unabhingig
sind:

f.‘
Rang ((%T};F r , fur alle (q,t) . (4.3)

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen kdnnen wir dann r der
n verallgemeinerten Koordinaten (lokal) durch n-r unabhin-
gige Koordinaten ausdriicken. Die Zahl der Freiheitsgrade ist
in diesem Fall f =n - r ,
Aus (4.1) ergeben sich die differentiellen Bedingungen
d?& =0, N = l,...,T . (4.4)

Dies ist ein integrables Pfaffsches System;

Nichtholonome Bedingungen werden durch Pfaffsche Systeme

o' =0, po=1,eea,r (4.5)
definiert, welche nicht integrabel sind. Dies bedeutet, dass
die Unterrdume

n

@q = { veR \ (m)‘(q),v> =0, P:l,...,rg (4.6)
nicht identisch sind mit den entsprechend definierten eines
Systems der Form (4.4).

Die Bedeutung von (4.5) ist die folgende., Die mdglichen

(virtuellen) Bewegungen des Systems ‘A —> X (A) sind durch

b* o =0, d.h. < o, X '™> =0 (25':= %) , (4.7)
eingeschriankt (‘X'(%)eﬁ &;%(QA ) .

Haben die mF die Darstellungen
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.
mr‘ = ::E: m}i"dqi , /L= lyeee,T, (4.8)
i=1

so lautet (4.7) explizit, wenn 8q; := N ist,

:Z: w?ﬁ 6q; = 0., (4.9)

Die 6qi sind sog. virtuelle Verriickungen.

Es ist wichtig, ein handliches Kriterium zu haben,
welches zu entscheiden gestattet, ob das System (4.5) #qui-
valent zu einem System der Form (4.4) ist, d.h. integrabel
ist. Nach einem Satz von Frobenius ist dies lokal genau dann
der Fall, wenn

dwyA.mlA\... Awt = 0 (4.10)
ist. (Fur einen Beweis siehe {3], p.373.) Um dieses Theorem
zu illustrieren, betrachten wir den Fall r = 1 y dehe o =0 .
Nun sind ® = 0 und df =0 dquivalent, wenn w einen inte-
grierenden Nenner hat, d.h. wenn o = gdf ist. Dann gilt aber
do = dg Adf , und folglich

do A w = dgAdf Agdf = 0,

Umgekehrt folgt aus dem Satz von Frobenius, dass durch
doAw = 0 die Existenz eines integrierenden Nenners fir u
gesichert ist.

Setzen wir

so findet man leicht

doAw = 0 &=> > ((bq q_i) o, =0, (6.11)

zyklisch 1
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Beispiel einer nichtholonomen Bedingung

Wir betrachten eine Scheibe vom Radius a, die ochne Schlupf

auf der horizontalen (x,y)-Ebene rollt. Die Ebene der Scheibe
sei stets vertikal (Dies ist z.B. der Fall, wenn sis eines

von zwei Rddern ist, die an einer gemeinsamen Aﬁhse angebracht
sind.) Zur Beschreibung der Bewequng fixieren wir einen Punkt

P auf der Scheibe und nennen ’9’ den Winkel zwischen dem Ra=-
dius bei P und dem Kontaktpunkt Q der Scheibe mit der Ebe-
ne (vgl. Fig. 4.1). Es seien (x,y,a) die Koordinaten des Zen-
trums der Scheibe. Schliesslich sei ¢ der Winkel zwischen der
Tangente an die Scheibe bei Q und der x-Achse, Die Grossen
(x,y, 8’,m) bestimmen die Position der Scheibe vollstidndig.

2
Der Konfigurationsraum ist also R x Slx Sl .
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Die Bedingung, dass das Rad ohne Schlupf rollt, bedeutet,
dass die Geschwindigkeit bei Q verschwindet. Diese setzt
sich zusammen aus der Geschwindigkeit des Zentrums und der
Geschuind}gkeit auf Grund der Rotation mit der Winkelgeschwin-
digkeit . Also gilt .

x +a-hcos o =0 , Y+ adsinoe=0, (4.12)
Die Nebenbedingungen lauten also

wy = o, 0y, = 0

2
mit
wl=dx+acostpd$5,m2=dy+asinwd'9\ (4.13)
Aus
dml = = 3 sin @ dwﬁ\dé% ’ dw2 = a cos @ dmA\dé%
folgt

du)l/\ml/\u)2 - a sin o dm/\d’g‘»/\dx/\dy £ 0 5

do, A w; Ao, = a cos ¢ deA dPA dx/Ndy # 0

Oies zeigt, dass das System nichtholonom ist.

4.2. Das D'Alembertsche Prinzip

Wir betrachten zunidchst als einfaches Beispiel ein Teil-
chen, welches sich auf einer Fliche bewegt, die durch (4.2) ge-
geben ist. Die Bewegungsgleichung des Teilchens lautet

mx = FE+2,
wo F(x,x,t) eine bekannte #ussere Kraft (z.B. die Gravitations-
) ist, und Z die unbekannte Zwangskraft bezeichnet Juel—

che die Oberfliche auf das Teilchen ausubt,
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Falls die Oberfldche geniigend glatt ist, d.h. tangen-
tiale Reibungskrifte vernachlédssigbar sind, wirkt die lwangs-
kraft normal zur Oberfliche und ist also wattlos,

Wir beschrinken uns im folgenden auf ideale Systeme,

. ] ge9 /wangskrifte
fir welche die Arbeit7bei virtuellen Bewegungen des Systems

(vergl.(d.g)) verschuindet. Kiirzer sagen wir: die virtuelle

Arbeit der Zwangskrifte ist gleich Null, Dieses Prinzip der

virtuellen Arbeit leistet z.B. nitzliche Dienste in der

Statik. (Fur Beispiele siehe etwa das Buch von A, Sommerfeld
iber Mechanik,)
Nun betrachten wir ein System von N Massenpunkten,
das Zwangsbedingungen und treibenden Kriften Ei unterwor-
fen ist., Sind 11 die Zwangskridfte, so lauten die Bewegungs-
gleichungen
m.x. =F, + 2. . (4.14)

Die Nebenbedingungen seien von der Form (val. (4.9))

N
_Zl (8 ox; ) =0, p=1,..,s (4.15)
i=

und werden nicht notwendigerweise als holonom vorausgesetzt.
Nun verallgemeinern wir fiur "ideale" Systeme das statische
Prinzip der virtuellen Arbeit zum folgenden dynamischen

Prinzip von d'Alembert: Wenn die virtuellen Verriickungen

0x; die Nebenbedingungen (4.15) erfillen, so gilt
N

Z (m X, - Fir» 8x;) = 0. (4.16)

i=1
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Die oltt = (gq",...,gk) & KQ;N » o= 1,...,r, defi-
nieren in jedem Punkt r Vektoren in “QSN . Wir nehmen an,
dass die Gleichungen (4.15) in dem Sinne unabhangig sind,
dass disse r Vektoren linear unabhangig sind.
Gleichung (4.16) gibt, auf Grund der Einschrinkung (4.15),
(3N-r) unabhingige Gleichungen fiir die Bewegung. Weitere r

Gleichungen hat man in den Nebenbedingungen

= (ﬂt,gi) =0, M=1,2,...,r. (4.17)

4.3 Die Lagrangeschen Gleichungen 1., Art

Eine Methode, die Gleichungen (4,16) und (4.17) zu 15~

sen, fihrt auf die Lagrangeschen Gleichungen 1. Art. Sei
[T e 3“)
us= \m;x, = El""°v My XN~ LN)éi “R\ ’

so konnen wir den Inhalt des d'Alembertschen Prinzips so
formulieren: Es ist (u,v) = 0 fir alle ve W3V , welche
senkrecht auf allen ofe R33N stehen (mit dem Gblichen
Skalarprodukt in 'WZSN). Deshalb muss u in der linearen

Hille der mr liegen. Dies bedsutet, es existieren Funk-

tionen CWL(t), sog. Lagrangesche Multiplikatoren, so dass

u(t) = Z %L(t) wr(}_l(t)’°"9 _)S.N(t)).
F=i )
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Rusgeschrieben bedeutet dies

_ ,
mik = £ (0%,8) « 2, M (6) ai(x(e) (4.18)
per "

(x = (51""5N) . Der Vergleich mit (4.14) zeigt, dass die

Zwangskrdfte mit den Lagrangeschen Multiplikatoren wie folgt

zusammenhdngen r

. = w J .
Z; £;E§;C\%Kt) ol (4.19)

Die Gleichungen (4.18) sind die Lagrangeschen Gleichungen

l. Art. Darin sind die Lagrangeschen Multiplikatoren noch
unbekannte Funktionen. Diese sind dadurch bestimmt, dass ne-
ben den 3N Gleichungen (4.18) noch die r Nebenbedingungen
(4.17) erfiillt sein missen.

Falls sich die dusseren Krifte Ei y Wie in §§ 3.1,

aus einem Potential V(il""’ﬁN’ 51,...,iN,t) bestimmen

lassen,
PV d (v
Li=-5x @ 7E, (4.20)

so folgt wie in & 3.1 fir L:i= T - V :

% <23x%";$x% = DM ﬂf‘ s i=1,..., N. (4.21)

=i =i

Im holonomen Fall
Fﬂ' (51...,5N,t) = 0 , /k= lyece,r , (4.22)

ist giP - V. fu - An Stelle von (4.18), (4.19) und (4.21)

gelten dann die Gleichungen

A
migi =F; + ;;;j Cﬁu (t) V. ﬁ& ) (4.23)
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f.‘

Yl

d QL @
dt X, "%

Zi =:§:QK :Zj_
n -
= E ™\ . f
] H* =1 .
bR ft

I

Einfaches Beispiel: Die Bewegung auf der schiefen Ebene.

Ein Massenpunkt (Masse m), auf den die Gravitationskraft
F, =10, Fy = - mg wirkt (vgl. Fig.), gleite reibungsfrei
auf einer schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel « .

4l

Wir losen dieses Mittelschul-Problem zur Illustration mit

den Lagrangeschen Gleichungen 1. Art. Diese lauten

= A () BL= o A(t) tg «

- mg e AE) L = - mg 4 N (1),

my

mit

F(x,y) =y -x tg «
[f = 0 beschreibt die Zwangsbedingung.| Sei x(0) = y(0)
= x(0) = y(0) = 0 . Die Lésung von (4.26) ist

(£) =-tgazn(e), y(e) = -2l L,

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)
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t ¢/
h(t) = gdt' g dt" O\ (t").

Setzt man diese Ldsung in die Nebenbedingung f(x,y) = 0

mit

ein, so kommt

-3 gt2 . 2

h(t)+-r-n]-'-tgonh(t)=0.

=N

Dies gibt

h(t) = % gt’n/Q+ to’x),
Nun ist A (t) = h"(t), d.h.

A(t) = I_;g%_- s, unabhdngig von t ,
+tg

Damit lautet die Bahnbeuegung

atgax t2 t2
x(t) = - > 5~ = - g sin a cos x 53— ,
letg™ 8)
5 (4.2

y(t) - g sin“«x %— .

Die Zwangskridfte sind nach (4.24)

~ 24

Zx = =% = - Mg sin & cos « : )
4,29
Z = CK (}¥ = mg c052 [h4
y 7oy !
Rlso ist Z senkrecht zur schiefen Ebene und | Z | = mg cos « .
Fir die schiefe Li3nge s = \ x2+ y2 gilt
t2
s(t) = - g sin =, (4.30)

was man schon in der Mittelschule lernt.
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4.4 Verallgemeinsrte Koordinaten, Lagrangesche Gleichungen
2. Art

Wir betrachten nun ein holonomes System von Massenpunk=-
ten, welches den Zwangsbedingungen (4.22) unterworfen ist.
Nach dem Satz uber implizite Funktionen existiert lokal eine
Abbildung g, : T — TR3N s mit £ (e (q,,...,9.),t) = o0

t /A_ t 1 £
fir jedes t , und Rang ™ (Dmt) = f . Die (ql,...,qf) bilden
ein Koordinatensystem der t-abhdngigen Mannigfaltigkeit St
*
in ﬂlzN s welche durch (4.22)definiert wird ). Der Tangential-

raum Tx(St) an S, im Punkte xe TRIN ist gegeben durch

Te(5y) = 0o (a)s RT (x = o, (q)). (4.31)

Das d'Alembertsche Prinzip (4.16) besagt nach (4.15)(mit
ko o o 3N
of = yl,“’), dass (m3<_l Eyseee,m¥Xy fer senkrecht auf
allen Tangentialvektoren der Flidche St steht. Nun ist nach
(4.31)
(Q.’_‘.l Ql‘.z fbﬁm) K = 1 o (4.32)
qqk’ qu,ooo’ /aqk ? bl 9 %0 0y ’ [

eine Basis von TX(St) . Deshalb gilt
3y x Co X5
Foy, =—=) . 4,33
EL!,m (—1’(73; Z.l (—1’qu) ( )
i

Daraus leiten wir nun die Gleichung fiir die Bahn gq(t) des
Systems in den Koordinaten g ab.

Oie linke Seite formen wir wie folgt um. Zundchst gilt

. 5-.1 d x e d (9 1
"% 5g) =g g ECTH "X 9 . (4.34)

|><

*)

Mannigfaltigkeiten im “{n werden im Anhang I besprochen.
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Nun ist

vi o= X =z (gg—':i- a, L (4.35)

und folglich

]

=S (4.36)
=8 - Oa,
Weiterhin gilt
4 SR Qx;v 0 9%, Qx. Quy;
®r qu: quqé Y+ CF‘(Q ) Y B, ) - e, - (4:37)

Mit (4.35) = (4.37) kdnnen wir (4.34) folgendermassen schreiben:

_ “ VX — 4 v | —~ fé-y,i)
zmi(ﬁi'Tq‘k) L Gt L"‘i(li’/\T’q‘k) ‘4 "‘i(-‘ii’/aqk
v 1 1
_d @1 _ o1
T At g T g, (4.38)
wobei
N ";' 0
2 Qil [] 62&1 2
T=%j‘ml_\/_l—% E;mi(z ('}'q—qu*’("}_?) (4.39)
i i=1 k=1

die gesamte kinetische Energie ist.

Die rechte Seite von (4.33) nennen wir die generalisierte

G = e, A, (4.40)

Damit erhalten wir

d D7 071 _ _
GG e m % 0 KT L, (4.41)

Kraft Q

Falls die verallgemeinerten Krifte Qk ein Potential V be-

sitzen,
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v d GV
Qk=-(7—d;+'d"€ G‘bz ’ (4.42)

so folgen fiir L =T - V wieder die Langrangeschen Gleichungen

2. Art:
d oL QL
— Ll =U. 404
dt @8~ 29 (4.43)
Bemerkungen :
1) Wenn die Krifte f; ein Potential besitzen, F; = - Szi u,
so gilt
:§ e v
= - 44
N T ::2 d;l_ ’(}qk 29, ’ (4.44)
wobei
V(g,t) = U(e.(q),t) (4.45)

ist. In diesem Fall haben also die verallgemeinerten Krifte

Qk sicher ein Potential.

2) Es scheint, dass alle mechanischen abgeschlaossenen Systeme,

die in der Natur vorkommen, Lagrangesche Systeme sind. Fir
dissipative Systeme (Reibung) ist aber der Lagrangeformalis-
mus nicht natirlich., Oie Lagrangefunktion ist dann i.a., wenn

sie Uberhaupt existiert, sehr kompliziert.

3) Fur holonome Systeme ist die in diesem Abschnitt diskutierte
Methode meistens die einfachste. Wir illustrieren sie an eini-

gen Beispielen (vgl. auch die Uebungen).

Beispiel 1: Nochmals die schiefe Ebene.

Wir verwenden die gleichen Bezeichnungen wie auf S. 14C und

behandeln diesmal das Problem mit der Methode der verallge=-
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meinerten Koordinaten und den Lagrangeschen Gleichungen

2. Art,
Dazu setzen wir
x =x(g) =qcos «, y =y(g) =g sin « ,
womit die Nebenbedingung identisch erfiillt ist. Die kinetische
Energie ist
T = 3% §7) = 5 82
und die generalisierte Kraft lautet nach (4.40)

j'm]

N

-
o

XQ;+F—y;%%=-mgsina=-%(qmgsina)

:

mit dem Potential V = gmg sin « . Die Lagrangefunktion ist

L=T-=V = % a2_ g mg sin o,

Dies fiuhrt zur Lagrangeschen Gl. 2. Art

ma + mg sin o = 0 ,
mit der Lésung (fiur q(0) = q(0) = 0) :
2
g = - g sin « 5

womit
-t2
X == g sin o cos «

2 5
g sin“a

y:

Nof et

was mit (4.28) iber einstimmt.

Beispiel 2: Das sphirische Pendel

Ein "sphdrisches Pendel" ist ein Massenpunkt, der unter der
Wirkung der Schwerkraft sich auf einer Kugeloberflache bewegen

)
muss (gehalten mit masselosem Faden). Als ho}ﬁgme Zwangsbedingung

haben wir deshalb
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X

(AN
N
N
N

Mit den Rlarwinkeln (€%,m) ist
22 = r2("3-2 + sinZS'&z),

Also lautet die Lagrangefunktion (m

1):
L = % r26$2 + sin23‘$2) + 9T cos{%,
Die Variable ¢ ist zyklisch, d.h, QL/Q o = 0 ; also ist
L 2 . 2Q o
[3(p .-W—r s:Ln'Stp

ein Bewequngsintegral (Drehimpuls um die z-Achse).
Da L nicht explizit von t abhé@ngt, haben wir ausserdem

das Energieintegral (3.17'):
E=T+V =3 r2(&2+ sinZ& 62) - gr cos’g = const.

Nun eliminieren wir ® in (4.50) mit (4.49) und erhalten

eine Differentialgleichung fir ”S>:

® 2

p

%4%2 + ﬂz -‘% cos"s’ = 55,
Zf4sin }; r

Fir p_ =0 (E = 0) erhdlt man das mathematische Pendel.

Die Gleichung (4.51) lasst sich gqualitativ analog wie

das zentrale Zweikdrperproblem diskutieren. Dazu setzen wir
]

p
u=cos’\9‘© 19‘:- L
Vieu?2 r?(1-u?)

Aus (4.51) wird
22= = U(u):= % (E+ gru)(1-u?) - p2m/r4_
T

Ferner erhalten wir aus (4.52)

de _ 6 _ _Po 1
. e
du G I‘2(1_U2)

-U(u)

(4.46

(4.47)

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)
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U 1ist eine Funktion 3. Grades von u = cos'S’ « Physika-
lische Werte von u liegen in - l1€ug + 1 . Nur fur

UL 0 ist V- U  reell und de/du definiert. Die Phasen-

bahnen zu (4.53) sind qualitativ in der Fig. 4.2 gezeigt,

—_— U
-4 u, U2 \

S

Der Massenpunkt pendelt zwischen zwei Breitenkreisen u;= cos
u, = cas $L2 hin und her. Die Periode T (Fir Hin- und Her-

9ang) ist nach (4.53)

u
2
T=2'S du__ |

V— U(u)

Bei einer Periode #ndert sich ® nach (4.54) um
u
2
o = 2 _g S\ du
i (1-u?)

In beiden Fidllen liegen elliptische Integrale vor,

- U(u)

* * *

(4.55)

(4.56)
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Beispiel 3: Kugel in rotierendem Reifen.

Betrachte einen rotierenden Reifen mit Radius a, welcher an
der Decke mit einem Faden befestigt ist und mit der Winkel~-

geschwindigkeit w rotiert (Fig. 4.3).

gsv

Fig. 4.3

Der Konfigurationsraum der Kugel ist ein Kreis. Es sei g die
Winkelkoordinate auf dem Kreis, welche vom tiefsten Punkt ge-
messen werde (vgl. Fig.). Die kinetische Energie der Kugel er-

halten wir aus (4.47) mit © = o und %%= q zu

T=2 a2 (8%+ wlsin-q) (4.57)

und die potentielle Energie ist V = - mga (cos g-1). Damit

lautet die Lagrangefunktion

L = % aZ (a2+ wlsin? g)+mga (cos g-1),
Dieselben Bewegungsgleichungen werden durch
Yoo 02 12 . 2
L =39"-uU,(a), U (a) ==} v’sin g + w-(l-cos q) , (4.58)
2
w o= g/a ,

bestimmt. Dies ist die Lagrangefunktion eines l-dim. autonomen

Systems mit potentieller Energie qu). Das qualitative Ver-
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halten von u, ist fir o o, und w> w, sehr ver-
schieden. Entsprechend unterscheiden sich die Phasen-

portraits (vgl. Fig. 4.4).

Fir o<« o, ist der tiefste Punkt g = 0 ein stabiler

Gleichgewichtspunkt.
Ul(q)}
[ 1
| |
| l
(s | =4
| . ]
| al |
| |
1 |
| |
(NN q

Fig. 4.4 a) o< ® o .

Dieser Gleichgewichtspunkt wird fur 0> o, instabil.

a
Ofldr gibt es zwei neue stabile Gleichgeuwichtspunkte fir

cos q = g/(? wz)_
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Fig. 4.4 b) > .

Man sagt, o = 0 sei ein Verzweigungs=- oder Bifurkatiops-

punkt. Bifurkationsprobleme g9ibt es in vielen Gebieten der

Physik (und Mathematik). Fir eine Einfihrung in die Theorie

der Verzweigqungsprobleme verweise ich auf (6], Kap., VI.






