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Einleitung

Die klassische Mechanik (KM) steht nicht nur historisch,
sondern auch inhaltlich am Anfang der theoretischen Physik.

Am Beispiel der KM werden wir in diesen Vorlesungen die Prin-
zipien und Methoden theoretisch-physikalischer Naturbeschrei-
bung kennenlernen., Grundlegende Begriffe, wie Observable, Zu-
stande, Zeitevolution, Symmetrien und Erhaltungssidtze, etc.,
werden in allen anderen Gebieten der theoretischen Physik, wenn
auch in gewandelter form, wieder auftreten. Ohne tiefere Ein-
blicke in die KM ist insbesondere ein wirkliches Verstdndnis
der {Quantenmechanik nicht moglich.

Die klassische Mechanik wird, wie jede andere erfolgreiche
Theorie, nie veralten. Als physikalische Theorie beschreibt sie
in mathematischer Sprache ideale Gebilde, welche als Modelle
fUur wirkliche 0Objekte und Prozesse dienen. lhre "Richtigkeit"
besteht darin, dass sie einen grossen Bereich von Erscheinungen
(Himmelsmechanik, technische Mechanik, etc.) sehr qut beschreibt.
FUr diesen Zustdndigkeitsbereich wird sie immer giltig bleiben.

Die Tatsache, dass der menschliche Geist imstande ist,
tragende Theorien (wie die klassische Mechanik, die Elektro~
dynamik, die Relativitdtstheorie oder die Quantentheorie) zu
schaffen, welche riesige Erfahrungsbereiche adidquat abbilden,

gehort zum Wunderbaren.
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Die KM (allgemeiner die "Theorie der dynamischen Systeme")
ist immer noch ein sehr lebendiges Forschungsgebiet. Wie schon
in der Vergangenheit, haben sich auch in den letzten Jahr-
zehnten bedeutende Mathematiker mit Problemen der klassischen
Mechanik befasst,

In der kléssischen Mechanik kommen eine Reihe von mathe-
matischen Disziplinen zur Anuendung. Dazu gehdren: Differen-
tialgleichungen, differenzierbare Mannigfaltigkeiten und dif-
ferenzierbare Abbildungen, symplektische Geometrie, Liesche
Gruppen, Ergodentheorie, Variationsrechnung, etc.

Ich werde mich in diesen Vorlesungen bemithen, nur mathe-
matische Hilfsmittel vorauszusetzen, welche in den drei ersten
Semestern im Mathematikunterricht geboten werden, Dies zieht
es nach sich, dass ich auf die elegantere differentialgeo-
metrische Formulierung der kanonischen Mechanik verzichten
muss. ferner bin ich gezwungen, den Phasenraum immer als Teil-
menge des ’Rﬁ zu betrachten, obschon dies schon bei einfachen
Systemen nicht immer der Fall ist (d.h. wir arbeiten immer in
einer Karte).

Neben der Durchrechnung von wichtigen "integrablen" Prob-
lemen werden in dieser Vorlesung auch allgemeine qualitative,
geometrische Aspekte eine wichtige Rolle spielen. Das Aus-
rechnen von Zahlen kdnnen wir dem Computer Uberlassen.

Ein wunderbares Mechanikbuch, welches iiber diese Vorle-

sung hinausfihrt, ist

V.l. Arnold, Mathematical Methods of Classical Mechanics,
Graduate Texts in Mathematics, Bd.60, 1978,
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Was ist eine physikalische Theorie %

Da die KM fir die meisten die erste Vorlesung in theo-
retischer Physik ist, will ich versuchen, eine kurze Ant-
wort auf diese Frage zu geben.

Zu einer physikalischen Theorie gehdren drei wesent-
liche Teile:

1) Eine mathematische Theorie, d.h. ein Bereich von mathema-
tischen 0Objekten mit abstrakt definierten Relationen und
Strukturen (im Sinne von Bourbaki). [Man denke beispiels-
weise an die Grundgleichungen der Elektrodynamik, ohne die

physikalische Bedeutung der auftretenden Grdssen.]

2) Ein Bereich von feststellbaren Tatsachen. Dieser Wirklich-
keitsbereich gehdrt insbesondere fir die modernen Gebiete
der Physik kaum mehr der Alltagserfahrung an. [Man sehe sich

nur einmal ein Experiment im CERN an.])

3) Ein System von Abbildungs- oder Anwendungsvorschriften
zwischen mathematischen Objekten:und physikalischen Tatsa-

achen, d.h. experimentell gewonnenen Ergebnissen. Schematisch:

MATHEMATISCHE THEURIE\ Abb.Vorschriften PHYSIKALISCHER BEREICH

>

Dazu ist folgendes anzumerken:
(i) Das mathematische System ist exakt und wohl definiert
(mindestens in einer voll entuickelten Theorie), aber "in-

haltsleer"; seinen "Inhalt" erh#lt es erst durch die Abbil-

dungsvorstchriften,
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(ii) Der physikalische Bereich ist nicht scharf definiert.
Dies geht z.B. daraus hervor, dass ein Lingenunterschied

von 107100 oo physikalisch bedeutungslos ist.

(iii) Daraus ergibt sich, dass die Abbildungsvorschriften
immer ungenau sind. Das mathematische Bild ist kein iso-

morphes Bild der Wirklichkeit. Man muss immer idealisieren !

Kurz konnen wir sagen: Eine physikalische Theorie ist

ein mathematisches Bild eines Ausschnittes der Wirklichkeit.

Dieser Ausschnitt nimmt zwar mit der Entwicklung der Wissen-
schaft zu (er hat sich z.B. durch die Quantentheorie be-
tréchtliph erueite:t), aber die Methode der theoretischen
Physik wird sich wohl immer auf Ausschnitte beschranken mis-
sen, Die Weltformel ist eine Utopie !

Die Schdpfung dieses Bildes ist das Werk unserer Ver-
nunft. Das Bild der Wirklichkeit ist eine freie Erfindung
des menschlichen Geistes. Theorien k&nnen nicht durch logische
Schlisse aus Protokollbiichern abgeleitet werden. Mit den Wor-
ten von W, Pauli:

"Theorien kommen zustande durch ein vam empirischen
Material inspiriertes Verstehen, welches am besten
im Anschluss an Plato als Zur-Deckung-Kommen wvon
inneren Bildern mit Husseren Objekten und ihrem Ver-
halten zu deuten ist."

Diese Einsicht hat sich erst in unserem Jahrhundert lang-
sam durchgesetzt, vor allem deshalb, weil " der gedankliche
Abstand zwischen den grundlegenden Begriffen und Grundgesetzen
einerseits und den mit unseren Erfabrungen in Beziehung zu
setzenden Konsequenzen andererseits immer mehr zunimmt"

(A. Einstein).



Worin besteht nun das eigentliche Ziel der theore-
tischen Physik ? Dazu sagt Einstein treffend:

"Vornehmstes Ziel aller Theorie ist es, ein mdglichst
einfaches Bild fiir einen mdglichst grossen physi-
kalischen Bereich zu schaffen. Die irreduziblen

Grundelemente der Theorie sollten so wenig zahl=-
reich als mdglich sein."

Seine eigenen grossartigen Erfolge auf diesem Weg haben ihn
zu folgender Aussage ermutigt:

"Nach unseren bisherigen Erfahrungen sind wir zum Ver-
traven berechtigt, dass die Natur die Realisierung

des mathematisch denkbar Einfachsten ist. Durch rein
mathematische Konstruktion vermdgen wir nach meiner
Ueberzeugung diejenigen Begriffe und diejenige gesetz-
liche Verkniupfung zuischen ihnen zu finden, die den

Schlissel fir das Verstehen der Naturerscheinungen
liefern."

das ) facilid v Ausnage don “sgalen B, !



TETIL I

NEWTONSCHE MECHANTIK

"Newton verzeih' mir; du fandest den einzigen Ueg,
der zu deiner Zeit fir einen Menschen von hdchster
Oenk- und Gestaltungskraft eben noch méglich war,
Die Begriffe, die du schufst, sind auch jetzt noch
fihrend in unserem physikalischen Denken, obuwohl
wir nun wissen, dass sie durch andere, der Sphare
der unmittelbaren Erfahrung ferner stehende ersetzt
wverden missen, wenn wir ein tieferes Begreifen der

Zusammenhinge anstreben,"

A, Einstein

In diesem ersten Teil besprechen wir die Grundlagen der klas-
sischen Mechanik. Im Zentrum stehen natirlich die Newtaonschen
Bewegungsgleichungen. Diese setzen eine gewisse Struktur von
Raum und Zeit voraus. Umgekehrt zeigt eime Analyse der Neuw-
tonschen Bewegungsgleichungen, dass das Raum-Zeit Kontinuum
nicht nur kausale und metrische Eigenschaften hat, sondern

als 4-dimensionale Mannigfaltigkeit auch eine affine Struktur
besitzt, deren zugehdrige zeitartige Geraden freie Bewegungen
darstellen. Dies wird im ersten Kapitel ausgefihrt. Im zweiten

Kapitel beginnen wir mit der Untersuchung der Bewequngsglei=-

chungen.



Kapitel 1. Raum, Zeit und Bewegungsgleichungen

"Die Geometrie hat demnach ihre Basis in der prak-
tischen Mechanik und sie ist der jenige Teil der
allgemeinen Mechanik, welcher die Kunst, genau

zu messen, aufstellt und beweist."

J. Newton (in "Principia")

Raum und Zeit gehdren zu den grundlegensten Begriffen der
Physik. Jede physikalische Theorie setzt zur Formulierung
ihrer Gesetze und deren Interpretation eine gewisse Raum-
Zeit Struktur voraus, und umgekehrt schrinkt die Geometrie
von Raum und Zeit die Form dieser Gesetze in erheblichem
Masse ein.

Fiir den Physiker ist es nicht zZuldssiq, die Geometrie
von Raum und Zeit von den iUbrigen physikalischen Gesetzen
isoliert zu betrachten. Die Struktur von Raum und Zeit wird
durch das Verhalten von Uhren und Massstiben festgeleqgt, de-
ren Eigenschaften aber anderseits durch physikalische Ge-
setze bestimmt sind. Deshalb sind nur beide zusammen empi-
risch verifizierbar. Dies wurde z.B. von H. Weyl sehr betont.
In seiner"Philosophie der Mathematik und Naturwissenschaft®

schreibt er (S. 171):

"Gegen das Argument, dass in eine versuchte exprimen-
telle Prifung der Geometrie immer auch eigentlich
Physikalische Aussagen iiber das Verhalten von starren
Korpern und Lichtstrahlen hineinspielen, ist zu sagen,
dass die physikalischen Gesetze so wenig wie die geo-

metrischen, jedes fir sich, eine Prifung in der Er-

fahrung zulassen, sondern die "Wahrheit" einer kon=

struktiven Theorie nur im Ganzen geprift werden kann,"



Dasselbe hat wohl auch Newton im einleitenden Zitat gemeint.

1.1 Die Struktur von Raum und Zeit

Die Zeit beschreiben wir durch das Kontinuum der reellen
Zahlen TR s @ls topologischen Raum aufgefasst, Die iibliche
Ordnung < entspricht "frither -~ spiter". Eine operative De-
finition der "metrischen" (nicht bloss "topologischen")Zeit
wird sp8ter gegeben.

Der Raum wird als 3-dimensionaler Euklidischer Raum ide-
alisiert.

Es ist vielleicht nicht ganz iberflissig, an die Defini-
tion eines Euklidischen Raumes zu erinnern. (Dies gibt mir
auch Gelegenheit, gewisse Notationen einzufiihren.) Zunidchst
bendtigen wir den Begriff des affinen Raumes. Dieser wird

auch spdter in é&l.ﬁ wichtig sein.

Definition l.1: Ein affiner Raum ist ein TripZel (M,E,+).

Darin ist M eine Menge, E ein (endlichdimensionaler)
Vektorraum und + bezeichnet eine freie transitive Operation
von E , als Abelsche Gruppe aufgefasst, auf M . Dies bedeutet:

es gibt eine Abbildung von E x M nach WM , welche einem Paar

(vyp) & ExM einen Punkt vip&£ M so zuordnet, dass die fol-

genden Eigenschaften erfillt sind:

(i) (vl+v2) + D = vi+ (v2+ p) VsV & E, peM

-e

?
(ii) V+ p=p g v=20, ve £, pel

e

(iii) Zu p,q& M existiert ein ve& E mit v + p = q



Notation: Oen nach (ii) eindeutigen Vektor in (iii) bezeich-
nen wir mit Ea) s oder auch mit q - p .

Wir bendtigen auch die folgende

Definition l1.2: Ein affines Koordinatensystem (0; el,...,en)
besteht aus einem festen Punkt 0€M und einer Basis (el,..,en)

von £ . Jeder Punkt pe ™ bestimmt n Zahlen xl,...,xn durch
"

W= 20 xle, .

i
i=1

Die (xl,...,xn) sind die affinen Koordinaten von p relativ

zum affinen Koordinatensystem (0; el..,en) .

Es seien (x'l,..,x'n) die affinen Koordinaten von p
bezliglich eines anderen affinen Koordinatensystems (O';ei,..,eé),
dann bestehen zwischen den x'i und den xi Beziehungen der

Form

xtt = Z ')\lj xJ ¢+ at
J

(= homogene Transf. + Translation) ,
Es sei 5=(xl,...,xn)€512? und x' = (x'l,...,x'n); dann gilt

in Matrixschreibweise

= Axva . A =M, = 6ha . (1.1)

Die Komponenten v: = (vl,..,vn) eines Vektors ve €

transformieren sich dagegen homogen:
.\i' = A v (1.2)

Ein Euklidischer Raum ist ein spezieller affiner Raum.



Definition 1.3: 1Ist auf dem "Differenzraum" E eines affinen

Raumes (M,E,+) ein inneres Produkt (.,.) definiert, so

ist M ein Euklidischef Raum und E 1ist ein Euklidischer

Vektorraum.,

ODer Abstand zwischen zwei Punkten p,g& M ist defi-

niert durch

d(p,q):= \pq | , tvl =N (v,v) fir ve €| (1.3)

Definition l.4: Ein Cartesisches (Euklidisches) Koordinaten-

system ist ein affines Koordinatensystem (0; el,...,en) mit

der zusdtzlichen Eigenschaft

(ei,ej) = 6i_j .
Beziiglich eines solchen Systems seien x*  und yl die

Koordinaten von p bzw. g . Dann gilt

-
= — i i i iy2
d(p,q) = \ 0 - Tg | = | = (x*-y e, | =\j2 (x7=y™)° . (1.4)
L
Die Beziehung zuwischen den Koordinaten eines Punktes be-
ziglich zwei Cartesischen Koordinatensystemen lautet
x'" =Rx + a , (1.5)
mit
A T
Re 0(n) , d.h. R R = RRV =1 , (1.6)
Daraus folgt insbesondere Det R = + 1. Die Transformation (1.5)

ist bestimmt durch das Paar (a,R). Alle diese Transformationen

bilden in natiirlicher Weise eine Gruppe, die sog. Euklidische

Bewegungsgruppe. Um das Multiplikationsgesetz zu definieren,

betrachten wir die Zusammensetzung von zwei Transformationen: Sei

i'zR-x.+2 ’ .)ﬁan'.)S.'*' 21 ,
so gilt
X" = R'(R£+§) +a' = R'Rx + (R'g-&»_&i') .



Der Zusammensetzung der beidsen Transformationen entspricht

deshalb das Multiplikationsgesetz

(a',R') (a,R) = (a' + R'a, R'R) . (1.7)

Verifiziere die Gruppenaxiome (Einselement, Existenz eines
Inversen, Assoziativgesetz).

Wir sagtsn: der Raum wird als dreidimensionaler Eukli-
discher Raum idealsiert. Damit ist folgendes gemeint. Wir
denken uns ein Bezugssystem gegeben, welches durch einen ge-
eigneten starren K&rper (etwa die Winde eines Laboratoriums)
reprdsentiert wird. In einem solchen werden Lédngen mit Hilfe
von Massstdben gemessen (als Ldngeneinheit kdnnen wir z.B. die
Wellenldnge der roten Cd-Linie verwenden), Mit Hilfe von star-
ren Kérpern und Massstidben kénnen wir ein rechtwinkliges Ko-
ordinatensystem aufbauen. Ob die mit Hilfe der Massstidbe ge-
messenen Abstdnde die Formel (1.4) erfillen, ist damit auch eine
empirische frage (siehe auch die Uebungen). Einstein driickte
dies so aus:

"Insofern die Geometrie als die Lehre von den Gesetz-
massigkeiten der gegenseitigen Lagerung praktisch
starrer Kdorper aufgefasst wird, ist sie als der &l-
teste Zweig der Physik anzusehen"

Oie Erfahrung zeigt, dass der dreidimensiaonale Euklidi-
sche Raum ein sehr gutes Modell fi4r den physikalischen Raum
ist. Die erste (?) empirische Ueberprifung der Euklidischen
Geometrie wurde von Gauss durchgefihrt. Erst die Allgemeine

Relativititstheorie ersetzt dieses Modell durch ein besseres.



1.2 Inertialsysteme, absolute Zeit, Galilei Transformationen

Das Tragheitsgesetz von Galilei zeichnet eine Klasse von Be-

zugssystemen aus,

Definition 1.5: Jedes Bezugssystem, gegen welches die Bahnen

von drei vom gleichen Punkt nach verschiedenen (nicht in ei~-
ner Ebene liegenden) Richtungen fortgeschleuderten, dann aber

sich selbst iberlassensn Massenpunkten geradlinig sind, heisst

Inertialsystem.

Aus Erfahrung wissen wir: (i) Es gibt solche Bezugs-
systeme. (ii) Gegen ein Inertialsystem ist auch die Bahn
jedes anderen, sich selbst iberlassenen Massenpunktes gerad-
linig. In dissen Erfahrungen driickt sich ein Teil des Tragheits-
gesetzes aus,

Relativ zu einem Inertialsystem benutzen wir eine Iner-
tialzeitskala im Sinne folgender

Definition 1.6: Inertialzeitskala heisst jede Zeitskala, nach

der ein sich selbst diberlassener, bewegter Massenpunkt in einer
Inertialbahn gleiche Strecken in gleichen Zeiten zuriicklegt.
Aus Erfahrung wissen wir: Nach einer Inertialzeitskala
legt auch jeder andere, sich selbst iiberlassene Massenpunkt
(immer vorausgesetzt, dass sich seine inneren Eigenschaften
zeitlich nicht dndern) gleiche Strecken in gleichen Zeiten zurick.
Die im Anschluss an die beiden letzten Oefinitionen aus-

gesprochenen Erfahrungen driicken das Trdgheitsgesetz aus: I

einem Inertialsystem bewegt sich ein unbeeinflusster Massenpunkt

relativ zu einer Inertialzeitskala gleichfdrmig und geradliniq.




Eine Atomuhr legt in beliebig guter Ndherung esine Iner-
tialzeitskala fest. Damit wird die Zeit zu einem l-dimensio-
nalen Euklidischen Raum, dessen natiirliche Koordinate (be-
stimmt bis auf eine lineare Transformation t == at + b) die
Inertialzeit angibt. Das von Kopernikus in die Astronomie ein-
gefiihrte, gegen den Schuerpunkt des Planetensystems ruhende,
nach den Fixsternen orientierte rdumliche Bezugssystem ist mit
grosser Genauigkeit ein Inertialsystem. (Mit den heutigen astro-~

nomischen Kenntnissen kann man noch bessere Systeme konstruieren.)

Absolute Zeit

In der "vor-relativistischen" Mechanik wird angenommen,
dass die Zeit ahbsolut ist, d.h., dass es einen objektiven Sinn
hat, von zwei rdumlich distanten Ereignissen zu sagen sie seien
-gleichzeitiqg. Diese Idealisierung ist sinnvoll, solange man die
Lichtgeschwindigkeit als praktisch unendlich ansehen kann. Dann
hat man die Moglichkeit, distante Uhrzn zu synchronisieren, Die
Spezielle Relativititstheorie wurzelt in der Einsicht, dass der
absolute Zeitbeqriff fir elektromagnetische Vorgange und fir
die Mechanik hoher Geschwindigkeiten eine unstatthafte Ideali-
sierung ist,

In dieser Vorlesung wollen uwir am absoluten Zeitbegriff
festhalten. Die Zerlegqung der Mannigfaltigkeit M der Ereignisse

in Schichten gleicher Zeit kann als kausale Struktur von M

interpretiert werden. Die "Hyperebene" -{t(e) = const} durch
ein Ereignis e separiert die kausale Zukunft (oder den Ein-

flussbereich von e ) von seiner kausalen Vergangenheit., Die



Schichtung in Gleichzeitigkeit ermdglicht die Darstellung
der ontologischen Idee, dass sich die dussere Welt in der
Zeit entuickglt: der gegenwdrtige Zustand der Welt besteht
in der Verteilung der Materie in der Hyperebene jetzt und
die Sequenz der Verteilungen in diesen Hyperebenen beschreibt
in einem objektiven Sinn (unabhingig vom speziellen Beobachter)
die Geschichte des materiellen Universums.

Newton stellte sich vor, dass auch der Raum absolut ist,
dass es also einen objektiven Sinn hat, von zwei Ereignissen
Zu verschiedenen Zeiten zu sagen sie finden am gleichen Ort
statt. Bis zu Einstein hat aus begreiflichen Griinden niemand
die objektive Bedeutung der Gleichzeitigkeit in Frage gestellt,
Aber schon frith wurde auf der Basis der Relativitdt der Beuwe-~
gungen die absolute Bedeutung der Ruhe und des nichtrotieren-
den Zustandes angefochten. Hier sind vor allem Berkley, Huyghens
und Leibniz zu erwdhnen. Newtons berihmte Diskussion des Eimer-
versuchs kann die Amnahme rechtfertigen, dass Rotation dyna-
misch eine absolute Bedeutung hat. Fiir den absoluten Raum von
Newton gibt es aber keine mechanischen Grinde, denn die Gesetze
der Mechanik erlauben es nicht (siehe Abschnitt 1.5), Ruhe van

gleichfdrmiger Bewegung zu unterscheiden.

Galilei Transformationen

Wir untersuchen nun den Uebergang von einem Inertialsystem
K auf ein zweites Inertialsystem K' . In beiden Bezugssy-
stemen sei je ein Cartesisches Koordinatensystem gewdhlt, Wir

betrachten zunichst eine spezielle Situation (vgl. Fig.), bei
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der sich K' in der x-Richtung von K mit konstanter Ge=-
schuindigkeit v bewegt und die Cartesischen Achsen von K'
bei der Bewegung parallel zu denjenigen von K bleiben.
Ferner mdgen die beiden Systeme fir t = t' = 0 zusammen-
fallen. (Wie bereits abgemacht, sollen in beiden Systemen

dieselben Raum= und Zeit-Massstibe benutzt werden. )

2 2!
A i
/
4% 48 Ereignis
/
/ // * (x,YQth)
/ / (xl,y!’zl,tt)
/ /
Y -« U > X
K K?

Ein Ereignis, wie das Aufleuchten einer Lampe, habe die
Raum-Zeit Koordinaten (x,y,z,t) beziiglich K und (x',y',z',t")
beziglich K', Die klassichen ("common sense") Beziehungen zwi-

schen den beiden Koordinatensdtzen sind durch die spezielle

Galileitransformation

x' = x =vt , y' =y, z' =2 ’

t! = ¢t (1.8)
gegeben. Die letzte Zeile driickt den absocluten Charakter der
Zeit aus.

Wir betrachten nun noch allgemeinere Galileitransforma-
tionen, bei denen die Achsen von K gegeniber denjenigen

von K gedreht sind, die konstante Translationsgeschuwindigkeit



eine allgemeine Richtung hat und der Koordinaten- sowie der
Zeit-Ursprung verschoben sind. An Stelle von ( 1.8) haben
wir das Transfofmationsgesetz

x' =Rx + vt + a

t' =t + b . (1.9)
Dabei ist R eine Drehung: RVR =1 . Die Galileitrans-
formation (1.9) ist charakterisiert durch g = (R,v,a,b) .
Die Menge dieser Transformationen bildet eine Gruppe mit der
Identitat (1, 0, 0, 0) , dem Multiplikationsgesetz (Zusammen-

setzung von zwei Galileitransformationen)

9192 = (RyRy », Ryvy + ¥y, Ryay+ vybo+ a; b+ by)
und dem Inversen
gt = (R‘f) - Yy, -R7la « r7lup, -b) .

Verifiziere, dass alle Gruppenaxiome erfiillt sind.

Diese Gruppe ist isomorph zur Gruppe aller reellen 5x5

Matrizen der Form ( vgl. Uebungen) :

(1.10)

O o =D
O + <
~ O o

Falls Re&s0(3) ={R‘ RR =1 , det R = l‘&) wird diese Grup-
pe die eigentliche orthochrone Galileigruppe Gt genannt. Die

volle Galileigruppe G wird durch (?

4 0 sowie die Raum- und

Zeitspiegelungen,
P: (x,t) —=  (-x,t) ,
T: (x,t) —e  (x,-t) ,
erzeugt, Die Galileigruppe hat, unter anderen, die folgenden

Untergruppen:
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(a) Die Euklidische Bewegungsgruppe, bestehend aus den
Elementen (R,0,2,0) .
(b) Die Menge der speziellen Galileitransformationen
(3-parametrige Abelsche Untergrupps)
g(v) = (1,v,0,0) .
Das Additionsgesetz der Geschwindigkeiten driickt sich
folgendermassen aus
9(yy)aly,) = oy, + v,)

Die Galileigruppe wird in dieser Vorlesung eine wichtige Rol-

le spielen.

1.3 Bewegungsgleichungen eines Systems von Massenpunkten

Wir betrachten einen Massenpunkt, der sich in der Zeit durch
den Raum bewegt. Relativ zu einem Bezugssystem mit Cartesi-

schen Achsen sei die Bahn t = x(t) . Die Geschwindigkeit

des Massenpunktes ist

. dx dxl dx2 dx3
,‘i(t) = _’S_(t):= 'Ei_t = (dt » gt » gt ) .

Die Beschleunigung ist

b(t) = u(t) = X(t) .

Die Bewegung eines Massenpunktes (allgemeiner eines Sy=

stems von Massenpunkten) ist im folgenden Sinne deterministisch:

Die gesamte Bewegung ist eindeutig festgelegt, wenn zu irgend-
einem Zeitpunkt t, die Position x(t.) und die Geschwindig-

keit i(té) des Teilchens gegeben ist. Diese Grossen bestimmen
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insbesondere die Beschleunigung. Es gibt also eine Funk=-
tion f : 'kfc;uz? X ﬁZS X mi — “23 , S0 dass

() = £(x(t), X(¢), t) . (1.11)
Umgekehrt folgt aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz
fGr gewdhnliche Differentialgleichungen, dass die Funktion £
und die Anfangsdaten i(to)’ i(to) die Bewegung eindeutig
bestimmen,

Die Beschreibung von Bewegungsgleichungen durch diffe~
rentielle Gesetze (Differentialgleichungen) geht auf Newton
zurick und hat sich als eine der tragfdhigsten Ideen der
theoretischen Physik erwiesen. Man kann sich heute kaum noch
vorstellen, wie schwierig damals die Konzeption von Diffe-
rentialgesetzen war, Es war ja nicht nur die Idee dafiir notig,
sondern auch die Entwicklung eines mathematischen Kalkiils, der
vorher hdchstens in Rudimenten vorlag. Alle bis anhin bekannten
Gesetze (z.B. die Keplergesetze) waren in unserer heutigen
Sprechueise Integralgesetze, die also die Bahn als Ganzes be-
treffen.

Die folgende Bemerkung erscheint mir sehr wesentlich,
Differentialgesetze beschreiben nicht die Wirklichkeit, da
die Anfangsbedingungen als 2ufdllig erachtet werden. Sie bet-
ten die Wirklichkeit vielmehr in ein Reich der Mdglichkeiten
ein. So kann die Newtonsche Theorie keine Erklirung fiur die
Titius-Bodesche Regel geben, welche viele Planetenabstinde
von der Sonne erstaunlich gut wiedergibt.

Etwa am Beispiel der elastischen Feder sieht man, dass

die rechte Seite von (1.11) nur dann von der Natur des Massen-
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punktes unabhingig ist, wenn die linke Seits mit einem Fak-
tor multipliziert wird, der von den inneren Eigenschaften

des Probekdrpers, aber nicht von der Stirke der Feder abh3ngt.
[Dies gilt nur, wenn wir die Bewegung auf ein Inertialsystem
beziehen, was im folgenden vorausgesetzt sei. Beschleunigte
Bezugssysteme werden in Abschnitt 2.4 besprochen.] Diese in-

nere bEigenschaft nennt man die trdge Masse m> 0 des KGrpers.

[Eine genauere Definition der tridgen Masse folgt weiter unten.]
Damit erhd@lt man das Newtonsche Bewegungsgesetz fir

einen Massenpunkt:

mx(t) = FE(x(t),x(t),t). (1.12)

Die rechte Seite ist die Kraft und beschreibt die Wechseluir-
kung des Massenpunktes mit der Aussenuwelt.

Das Problem der Mechanik besteht in folgendem: Entuweder
kennt man die Bewegung und sucht die Funktion F im Bewe-
gungsgesetz, oder man kennt die Krifte und sucht die Bewegung.
Im letzteren Fall handelt es sich darum, ein System von ge-
wohnlichen Differentialgleichungen zu ldsen. Diese mathema-
tische Aufgabe ist i.a. unlésbar schwierig. Die Reichhaltig=-
keit der Losungsmannigfaltigkeit, auch von einfachen nicht-
linearen Differentiagleichungen, versetzt uns immer wieder neu
in Erstaunen und wird noch viele Generationen faszinieren

(und beschiftigen).
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Beispiel: Die Bewegungsgleichung fiir einen Planeten

Als Beispiel fir die erste Aufgabe leiten wir das Newton-
sche Gravitationsgesetz aus den Keplerschen Gesetzen ab.
(Dies wird in den Lehrbiichern kaum durchgefiihrt.)

Es ist bekannt, dass Kepler 1609 aus den umfangreichen
und sehr genauen Beobachtungen von Tycho Brahe die beiden

folgenden Gesetze abstrahiert hat:

l. Keplersches Gesetz: Die Bahn eines jedsn Planeten ist

eben, und zwar eine Ellipse, in deren einem Brennpunkt die

Sonne steht.

2. Keplersches Gesetz: Der Radiusvektor x(t) von der Sonne

zum Planeten iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen

("Flichensatz"),

Fir die Trajektorie in der Bahnebene fiihren wir die

folgenden Bezeichnungen ein (vergl.fFig. 1.1)

_—C

—>
a: {0Q | : grosse Halbachse, e:= \0S |

.
14

&

e/a: Exzentrizitit (e<l) .

X, A
P
N .
S ——|[0 s /Q  x
g
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In Pdlarkoordinaten (xl = r cos ¢, Xy =T sin @) qilt
r* = [(r sin w)z + (20 - r cos m)zl%. (1.13)
Die Ellipsengleichung lautef: r + r' =2a , Durch Elimina-

tion von r' folgt die Parameterdarstellung der Bahnkurve:
=P = -e2
r T-goos s ° p=a(l-&£°). (1.14)

Aus dem 1, Keple:schen Gesetz entnehmen wir, dass die Richtung
des Drehimpulses

L(t) = m x(£)A k(t)
konstant bleibt, nimlich senkrecht zur Bahnebene. Aus dem

2. Keplerschen Gesetz folgt anderseits die Konstanz von tLy .

Es ist namlich

x=(rcos o, rsing, 0),
X =(rcos o -1 ¢ sin o , T sin ¢ + r¢ cos ¢, 0) ,
‘5”\2\ = T cos ¢ (}sin ® + TQ cos @)= r sin ¢ (f cos ¢ - rg sin m)
= 2 .
/
20
d.h. tLl =m ¢ . (1.15)

%% = % rzé =: L = const,

Deshalb gilt

ot
t
N
3
aja
)
!

2m C . (1.16)
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Wir zeigen nun die Giltigkeit des folgenden Satzes.
Satz l1.l: Die beiden ersten Keplerschen Gesetze impliziersn
x(t) die Gleichung
x ()

fiir jede Planetenbahn

2

Bemerkung: Obschon nach (1.16) 4C% = [ xAX

12 gilt, ist
(1.17) nur vom Typ (1.12), wenn man zeigen kann, dass p

. . .
eine Funktion von x,x

und t ist, Dies wird sich aber

erst als Folge des 3. Keplerschen Gesetzes erweisen.

Beweis von Satz 1.1:

Es sei e = x/(x| . Dann folgt aus

a —-.-—:)(E,E) + (_é_,é) =0 .

Ferner ergibt sich aus der Komstanz von L

O0=L=mxaX = 2 = (X,e) e .

Durch Differentiation von x

re erhidlt man

Ixs
il
Lo}
[o]
+
N
He
lo»
+
Ly}
o
.

Aus (1.18) und (1.20) folgt (X,8) =T - r(&,8) . Ferner ist

e = (cos ¢, sin ¢), also & = (- sin ¢, ¢ cos ) und daher

nach dem Flichensatz (1.16)

(X,8) =% =1 42 = % = ac?/p3 |

Aus (1.14) erhalten wir mit (1.16)

* _ _ £ ¢ sin g _ £ C sin o
P =" PT~Zcos 92 =-2 p )
; - - 2E C 6 cos 9 _ _ AE.Czcosw

P pr

Aus (1.19) und (1.21) folgt
X =

(X’E) e = (; - 4C2/r3) e .

Mit (1.22) und(1.14) kommt nun

(1.17)

(1.18)

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)
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2 2
-i:ﬂ-_z_(_e_?ﬁ_%)gh‘*_g_yr?’. | (1.23)
. |

Um zu einer Differentialgleichung zu kommen, bendtigen
wir eine Beziehung zwischen den Parametern der Bahnen ver-

schiedener Planeten. Eine solche hat Kepler nach langem Su-

chen 161§ gefunden:

3. Keplersches Gesatz: Fiir alle Planeten (des Sonnensystems)

verhalten sich die Quadrate der Umlaufszeiten T wie die

Kuben der grossen Halbachsen a :

12/43 =: D = Konstante des Sonnensystems. (1.24)

Aus (1.16) folgt CT = Fléche der Ellipse = a2 \|1-¢g 2
= xa "2 p% [ygl. (1.14)], also

2.3 ,.2
T2/2° - xap/C” _xp _ . (1.25)
3 .

a

Das letzte Gleichheitszeichen gibt mit (1.17) den
Satz 1.2: Als Folge der drei Keplergesetze gilt fir die

Planetenbahnen um die Sonne die Differentialgleichung

o 4(2 i(t)
= - . 1.
X D !i(t)l3 (1.26)

Umgekehrt werden wir spdter die Keplerschen Gesetze aus
der Differentialgleichung (1.26) gewinnen. Neben den Kepler-
Ellipsen hat aber die Differentialgleichung (1.26), vie wir
in Abschnitt 2.3 sehen verden, noch andere Lésungen (Parabeln
und Hyperbeln). Wir betrachten seit Newton das Differential-

gesetz (1.26) als das fundamentale Gesotz und die Keplerschen
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Gesetze als zugehSrige Integralgesetze. Dann liegt es nahe,
auch die anderen Lésungen von (1.26) als physikalisch rea-
lisierbare Bewegungen zuzulassen, Diese Vorhersage hat sich

in der Astronomie bekanntlich gl&nzend bestdtigt.

Newton ging aber noch wesentlich weiter und entwickelte

die kiihne Vorstellung der universellen Gravitation. Unter Be-

nutzung des Prinzips Actio= Reactio postulierte er:

Es gibt eine Konstante G>»0 (Newtonsche Gravitations-

konstante), so dass alle N-Teilchensysteme mit Massen L

und Bahnen 5i(t) (i =1,2,...N, N> 2) bei rein gravitativer

Wechseluwirkung L&sungen des folgenden Differentialgleichungs=-

systems der Himmelsmechanik sind:

X.=X .

X = e —l —
m. X, G E mimj ——--]—-x » .

j#i | 257X

Fir N = 2 erhdlt man (1.26), falls Xo= 0 gesetzt
wird. [Konsequenterueise ergibt sich (1.26) aus (1.26') far
die Relativbewegung; vgl. & 2.3.]

Mit der mathematischen Formulierung des Gravitations-
gesetzes konnte Newton die wichtigsten damals bekannten Er-
scheinungen der Planetenbewegung beschreiben und zeigen,

dass die Physik der Bewegungsabliufe auf der Erde und die

Physik der Planetenbewegung ein und dasselbe ist. Diese Ein-

sicht hatte er in den ersten Monaten des Jahres 1685 im Alter

von zweiundvierzig Jahren.

* * : *

(1.261)
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Allgemeiner betrachten wir im folgenden Bewegungs-
gleichungen der Form
midy = By (Xpaeeerxys Zyseeerky,t) (1.27)
(i =1,2,..N)
Die Ei sind die Kridfte,welche auf dis Massenpunkte wirken.
Sie hdngen i.a. von den Koordinaten, den Geschwindigkeiten
und der Zeit ab, nicht aber von héheren Ableitungen der Ko-
ordinaten.

Die Gleichungen (1.27)wvennt man die Newtonschen Bewe-

qungsgleichungen. Bei bekannten Kriften stellen sie ein System

von gewdhnlichen Differentialgleichungen 2. Ordnung dar. Ex-
plizite (analytische) Ldsungen, ja sogar bloss qualitative

Aussagen sind nur in ganz wenigen Fillen mdglich. Schon Neu-
ton schrieb im Zusammenhang mit dem Bewegungsproblem (1,261):

"Es wiirde, wenn ich mich nicht irre, die Grenzen des
menschlichen Erkenntnisvermdgens ibersteigen, alle
diese Ursachen der Bewegqung zugleich zu beriicksich-
tigen und diese Bewegungen durch genaue Gesetze zu

beschreiben, die praktisch durchfiihrbare Berechnungen
erlauben."
Die Erfahrung lehrt, dass in vielen Fallen die Krifte nur
von den Positionen (51,...,5N), den sog. Konfigurationen,
der Massenpunkte abhingen. Dann kann man die Krafte statisch
bestimmen. Die trdgen Massen m. in (1.27) bestimmen deshalb

die dynamische Wirkung der Krifte. Sie bestimmen, wie gross

die Beschleunigung ist, die eine statische Kraft an einem

Massenpunkt erzeugt,

Ein mechanisches Modell ist durch Funktionen Ei be-

stimmt, Wir betrachten speziell den Fall wo Ei sich in
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folgender Weise zusammensetzt:

E; £ (1.28)
Die dussers Kraft £§ex) soll dabei nur von Xi ii und ¢
abh&ngen, d.h. sie soll von X. und ij mit j # i wunab-
hdngig sein., Die innere Kraft F(ln) soll anderseits nur
von der relativen Konfiguration des Systems abhdngig sein,
Im folgenden betrachten wir iiberdies fur £§1n) meistens
Superpositionen von Zuei kBrperkriaften
(in) -
BT (xgeeeenxyt) = 3] Fie(xi=x ,t) , (1.29)
kb
wa £ik die Kraft bezeichnet, welche der Punkt k auf den
Punkt i ausubt. Eik soll Uberdies eine Zentralkraft sein:
X
(1.30)
Fi™ fiy -
Es gilt dann das Prinzip: actio = reactio, d.h.
'E'ik(ii- ikft) = - Eki(lk- f.i9t) . (1.31)
Von diesem Typus sind die Gravitationskrifte. In (1,261)
. *)
ist
Gmimk
Fik(r’t) == 2 ‘ (1'32)
r
*)

Was Newton dazu befdhigte, iiber das Ein~Kdrper-System hin-
auszukommen, war die konsequente Anwendung seines dritten
Bewegungsgesetzes: actio = reactio. Dieses Gesetz ist viel-
leicht das originellste seiner drei Bewegungsgesetze.

(vgl. die Einleitung zum elften Kapitel der Prinzipia.)



Die dusseren Krdfte rihren in der Regel von Massen

her, deren Bawegung bskannt ist und die nicht zum System ge-

rechnet werden., [Im Prinzip kdnnte man diese Massen auch

zum System zdhlen, womit die Husseren Krifte zu inneren werden. ]

Ein System, auf das keine dusseren Krifte wirken,

heisst mechanisch abgeschlossen. Fir ein solches lauten die

Newtonschen Bewegungsgleichungen (1.27) nach (1.29):
niE = S0 Ei(xim 5ot) -
k#i
Zentralkrdfte besitzen ein Potential:
Eik(i’t) = = grad Vik(“i"t) ’

wobei
T

Uik(r,t)

Fik(s,t) ds = Vki(r,t).

r
0

Fir die Gravitationskrifte lautet das Potential zu (1.32)

y _ Gmimk

ik r

1.4 Erhaltungssitze fir abgeschlossene Systeme

Wir ziehen nun einige allgemeine Folgerungen aus den
Newtonschen Gleichungen (1.33), wobei wir allgemesiner rechts
noch dussere Krifte addieren:

(X _ ex ¢
miii - Eik(_x'i--)—(-k’t) +£i( )(1_,£i,t)~=— .F_-i(ocoo) .
et |

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)
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A. Impulssatz

Wir definieren zundchst den Impuls des iten Massenpunktes
durch

By = miXx,. (1.37)

Dann gilt, da m. konstant ist, nach (1.36)

. = F,.
E; ~i
Summieren wir diese Gleichung Gber i , so erhalten wir mit

(L.31) fur den Gesamtimpuls,

N
P: = 2 B (1.38)
i=1

die Gleichung

z _F_i(ex) . (1.381)

i

lo-
]

Es gilt also der

Satz 1.3: Die Aenderung des Gesamtimpulses ist gleich der Sum-
mé der 8usseren Krdfte. Fur ein mechanisch abgeschlossenes Sy-
stem bleibt der Impuls konstant.

Wir formulieren diese Aussage wie folgt um: Sei X der

Schwerpunkt des Systems,

:E miﬁi

Xe= o , Ms= :Z'mi (= Gesamtmasse)) (1.39)

dann folgt aus (1.37) und (1.38') fir ein abgeschlossenes Systam

—
.e . e m.y_.
X = 0 == X = ==L = const, (1.40)
2 2 M

d.h.: Der Schwerpunkt bewegt sich fur ein abgeschlossenes System

geradlinig und gleichfdrmigq (Schuerpunktsatz)., Fur die Gultig-
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keit dieses Schusrpunktsatzes ist das Prinzip actio = reactio

wesentlich. Aus (1.40) folgt durch Integrieren

2. Wy,
X=X+t , Vi =—F J (1.41)
50, YV sind - fir ein abgeschlossaenes System ~ Integrale der

Bewegung.

Anwendung: Aus der Konstanz von YV folgt fir ein Zweiteil-

chen-System

ml[-‘il(t') = !,l(t)J + m2[_\_/_2(t') = lz(t)] = 0.

Aus dieser Beziehung fiir beliebige Zeiten t und t' kann man

das Verhiltnis mz/ml der Massen bestimmen.

B, Energiesatz

Nun multiplizieren wir (1.36) skalar mit v. = ii und sum-

mieren iber i

Z mi(li’ii)

L

= ey ¢ ()

1’—1
i#j i

3 Z Z GO L (Laae)

Beim zweiten Gleichheitszeichsan wurde actio = reactio benutzt.

FUr die Form (1.30) der inneren Krifte folgt nach (1.34)

(x.- .,t) = - grad Vij(Lii-ij‘) , V.. =V

—lJ X;=X (1.43)

wobei wir angenommen haben, dass fij (und damit Uij ) nicht
von t abhidngt.

Nun gilt



- 25 -

X
'
Xe
-

n
N
[
!
CI.ID.

1500 %= % V) - (1.44)

Dies sieht man so: Die rechte Seite ist nach der Kettenregel

' . N - 3
(v i bezeichnet die Ableitung von Vij)
(x =X 9Xx:-x )

d_ - da_ - —l-J =1,

Anderseits ist
X
= y? = Yyt —_—

grad Vij (Ix1) = v ij9rad ix| =v ij TR
Deshalb qilt

e Vi Qxgmx 1) = (orad v, (1%-x.1) » X;=k:)

at i W2i7X50) 5 x4=x4) o

Mit (l1.43 folgt daraus die Behauptung (1l.44). Benutzen wir

(1.44) in (1.42), souie (v558;) =4 & v? | so erhalten wir

t =i
d— Z 2 L _ . ax
dt (3 N Midi * 32 2 Vij‘.S - Z <->S'i’£i ) , _(l.&S)
L =y v
In dieser Gleichung ist % ;Z:‘mixf die kinetische Energie des

Systems, welche wir oft mit T bezeichnen werden,

N '
T:= % m. v2
T2 Aé;: i =i
L:

(T ist die Summe der kinetischen Energien der einzelnen Mas-

senpunkte.) Die Grosse

e S = 2 \

i4j &<\\

ist die potentiells Energie der Wechselwirkung. Schliesslich

ist der Ausdruck in der eckigen Klammer die innere Energie des
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Systems. In Worten besagt die Gleichumg (1.45):

Satz l.4: Die zeitliche Renderung der inneren Energie ist
gleich der Arbeitsleistung der dusseren Krdfte, Fir ein me-

chanisch abgeschlossenes System ist die innere Energie konstant.

Aus (1.45) ergibt sich, dass Kr#fte, welche senkrecht
zur Geschwindigkeit sind, keine Arbeit leisten (ein Beispiel
ist die Lorentzkraft). Man nennt sie deshalb "wattlos", Die

anderen dusseren Krafte nennt man treibende Krafte, Falls letz-

tere unabhingiq von der Geschwindigkeit sind und sich iberdies
aus einem Potential herleiten lassen,
_F.L(e") = - grad U; (1.46)
*

so ist die Arbeit unabhdngig vom Zusseren Weg ) s

$(Ed0) = u(x,) - U(x,). (1.47)

X T - -

Besitzen die Husseren treibenden Krifte im hier erklartem Sinne
ein Potential so kann (1.45) uie folgt geschrieben werden

T+ V + 2-:Ui =: £ = const, (1.49)
b

E ist die Gesamtenergie des Systems und ist ein weiteres In-

tegral,
Die Systeme, fiir die wir (1.49) hergeleitet haben,

nennt man konservativ. Natirlich ist die Energie nur bis auf

eine willkiirliche additive Konstante definiert.

Es ist oft nitzlich, die innere Energie in die kine-
tische Energie der Schuerpunktsbeuegung und die Energie re-
lativ zum Schwerpunkt zu zerlegen. Dazu fithren wir die Rela-~

tivkoordinaten ein,

*
)Fﬂr ein einfach Zzusammenhdngendes Gebiet ist dies gleichbe-~
deutend mit

rot £ = 0, (1.48)
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Ei. = x. = X

=i =i =
und schreiben (beachte . m. Ei = 0) :
v 2 ’ 2
s -
2(2 miii + Z: Ui\j(\ﬁi X ; ‘)) l + Zmi 51
i i#j
+ 2 13“% g‘ )) = Ttrans * Trel "'V'
i#j
Es gilt also
T = Tyrans* Tool s (1.50)
mit
2 o 2
trans 2 mx=, Trel - 7';§j m; =i .

C. Drehimpulssatz

Schliesslich multiplizieren wir (1.36) vektoriell mit «x.

und summieren {ber i

‘,‘ ,__l/\x = Zzi/\ﬂi = Z 5i/\f_i(ex Z -l/\—lj . (1.51)

i v i i#j

Oie linke Seite ist

[X) - -d—- z L4
=, TN X T FE TiXiA X

—l 3
i i

Der letzte Term in (1.51) verschwindet, denn durch Vertau-

schung der Summationsindizes erhdlt man mit actio = reactio
. ) _ 2 :2::
= —1/\—13 2 (5i»\£ij A /\Ejlj
i#] i#j
= 1 - =
= 2 Z (11 ij)/\ilj g,

%]
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da Eij die Richtung von 5i-£j hat. Wir erhalten damit
aus (1.51) und (1.52)
d . (ex) .
dat (Zm;xil\ %;) = Z XgNETT (1.53)
i i

Man nennt

L := z: miii/\ii (1.54)

i

den Drehimpuls des Systems um den Ursprung des Koordinaten-

systems, Weiter heisst

D := z x, AE{EX) (1.55)

i

das Drehmoment der Husseren Krifte. Mit diesen Definitionen

lautet (1,53)

L =0 (1.56)

D wverschuwindet fir ein abgeschlossenes System., Es gilt alsc der

Satz 1.5: Fir ein abgeschlossenes System ist der Drehimpuls

zeitlich konstant (Drehimpulssatz).

Man kann auch L und D relativ zum Massenschuwerpunkt

einfihren, Dazu multiplizieren wir jetzt (1.36) vektoriell

mit Sgi = Xx; - X und summieren iUber i
Ao ]
> m ELAK =Z§./\ Fs. (1.57)
i L

Nach Definition ist Zmi gi 0 , so dass man (1.57) auch

in der Form
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schreiben kann. Genau wie oben folgt dann mit

Lrer = Zmi g iN g i (1.58)
Bre1 = Z"‘i g—i/\ £§8") (1.59)

die Gleichung
Loy = Dre1 . (1.60)

Diese Gleichung ist z.B. fir die Theorie des starren K&rpers
wichtigqg.

Ist grel =0, z.B. wenn alle Egex) verschwinden, so

gilt also auch der Drehimpulssatz um den Massenmittelpunkt

L1 = 0. (1.61)

Lrel nennt man auch den inneren Drehimpuls,

Damit haben wir die sog. zehn klassischen Integrale fir

ein abgeschlossenes System hergeleitet. Diese Erhaltungs-

sdtze vereinfachen oft die Integration der Bewequngsgleichung.

1.5, Das Relativitdtsprinzip der Newtonschen Mechanik

Die folgende Tatsache gehdrt zu den Alltagserfahrungen:
Es ist unmdglich, durch mechanische Experimente innerhalb
eines abgeschlossenen Kastens zu entscheiden, ob sich der
Kasten in "Ruhe" oder in gleichfdrmig geradliniger Bewegung
befindet. Dies wollen wir an einem Beispiel nachrechnen.

Dazu betrachten wir ein abgeschlossenes System von N

Massenpunkten, zwischen denen Zentralkrifte (aber keine dus-
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seren Kridfte) wirken. Die Bewegungsgleichungen lauten dann

K X = :E: Fg (£ ,k: 1,2....8) (1.62)
£ 4k

m

wobei

EkQ = X Fkg(|5k2l) , X0 X~ Xy (1.63)

Nun behaupte ich: Ist 5k(t) ’ k_: l,e..yN , eine Losung von
(1.62), so ist auch die Galileitransformierte Bahn gk(t) ,

definiert durch
A
X (+ t +b) =4+R ék(t) + vt + a , (1.64)

eine L&sung. In der Tat ist offensichtlich

2 2
d A d
% (t) = R( x.) (¢ t -b)
g1l =k hd q12 =/ %
und
g Gag (8)) = 2 RE, (s £ = b))

Aus (1.62)folgt damit die Behauptung.

Die Galileigruppe ist also die Invarianzgruppe der Be-

wegungsgleichungen (1.62) {An Stelle von (1.62) werden wir
spdter allgemeinere Galileiinvariante Systeme betrachten. ]
Die Galileiinvarianz kénnen wir in verschiedener Weise

interpretieren:

Passive Interpretation: Wir fassen (1.64) als Transforma-

tionsgesetz auf, welches sichdaraus ergibt, dass wir ein und

dieselbe Bahn relativ zu zwei verschiedenen Inertialsystemen

beschreiben.

Aktive Interpretation: Relativ zu einem beliebigen, aber

. . A
festen Inertialsystem beschreiben -iﬁk(t)‘% und { 1k(t)%
zwei verschiedene Bahnen, welche durch eine Galileitransfor-

mation auseinander hervorgehen.
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BDer Inhalt des Gesagten lisst sich folgendermassen

zusammenfassen:

Galileisches Relativit#dtsprinzip: Alle Inertialsysteme sind

fir die Mechanik gleichberechtigt. Die Gesetze der Mechanik
abgeschlossener Systeme sind invariant unter der Galilei-

gruppe.

l.6. Die Struktur der Raum-Zeit Mannigfaltigkeit in der

Newtonschen Mechanik

"Gegenstand unserer Wahrnehmung sind immer nur Orte
und Zeiten verbunden. Es hat niemand einen Ort an-
ders bemerkt als zu einer Zeit, eine Zeit anders als

an einem QOrt."

He Minkowski

Das primdre Medium, in dem sich die physikalischen Prozesse
abspielen, ist die Mannigfaltigkeit der (elementaren) Er-
eignisse. Wir wollen uns nun der Struktur dieser Raum=Zeit

Mannigfaltigkeit in der Newtonschen Mechanik zuwenden.

Die absolute Bedeutung der gleichfdrmigen Bewegung be-
inhaltet unter anderem, dass die Raum=~Zeit Mannigfaltigkeit
ein affiner Raum ist (vgl. Def. l.1). Das Postulat der af-
finen Struktur ist eine prdzise Formulierung des Tragheits=-
gesetzes und betont dessen intrindsche, Koordinaten-upab-
hd@ngige Bedeutung. Das Trdgheitsgesetz ist gerade deshalb
s0 wichtig, weil es die affine Struktur der Raum=Zeit fest-
legt. Alle weiteren dynamischen Gesetze setzen diese Struktur

voraus, fihren aber keine Bereicherung der Raum-Zeit Geometrie
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ein. In diesem Sinne soll man das Tragheitsgesetz nicht
einfach als triviale Konsequenz des 2. Neuwtonschen Ge-
setzes auffassen,

Die Struktur der Raum-Zeit Mannigfaltigkeit in der
Newtonschen Mechanik wird durch die Galileigruppe fest=-
gelegt, genau so wie die Euklidische Bewegungsgruppe die
Struktur des Euklidischen Raumes festlegt. Invariant aus-
gedrickt ist die Raum=Zeit ein vierdimensionaler affiner
Raum, welcher in Schichten gleicher Zeit zerfdllt, die
ihrerseits dreidimensionale Euklidische Raume sind. Dise

prdzise Definition lautet:

Definition 1.7: Eine Galilei Raum=-=Zeit ist ein vierdimen-

sionaler affiner Raum (m, €, +) mit folgenden Eigen-

schaften:

(i) Auf dem Differenzenraum E existiert eine ausge-
zeichnete Linearform U ., [Interpretation: Zu zuei

Ereignissen p,q M ist " (pg) der objektive

Zeitunterschied.)

(ii) Auf dem Unterraum E = { VEE :T(v) =0 &
ist eine positiv definite Bilinearform (.,.) gege~

ben, die EO zu einem Euklidischen Vektorraum macht.

Wir betrachten die Aequivalenzrelation auf ™M

—
pPr~q L= ™ (pg) =0 (d.h. pg€E ),
Die Aequivalenzklassen bilden die Schichten gleicher Zeit

*
und sind zunidchst affine Unterraume ) mit Differenzenraum E

*)

Ein affiner Unterraum von (M,E,+) ist eine Teilmenge NCM
mit der Eigenschaft, dass die Vektoren Eg’(p,qelN) einen

Unterraum F von E bilden.
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Da aber EO ein Euklidischer Vektorraum ist, sind die
Schichten konstanter Zeit sogar Euklidische R&ume (siehe

Fig. 1.2).

At

Zeit /

Fig. 1.2, Galilei Raum-Zeit. Absolute Bedeutung
haben: gleichfdrmige Bewegung (P,Q),
Faserung in Schichten gleicher Zeit;
absolute Ruhe ist aber nicht definiert.
Parallelitdt von 4er-Vektoren ist be-

deutungsvoll.

Man kann zeigen, dass die Automorphismengruppe einer Galilei

Raum-Zeit isomorph zur Galileigruppe ist (ugl. das Skriptum
Uber spezielle Relativitidtstheorie).

Inertialsysteme entsprechen affinen Koordinatensystemen,
welche der Struktur der Galilei Raum—-Zeit besonders ange-

passt sind. Diese sog. Galilei-Systeme sind wie folgt de-

finiert:
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Oefinition 1.8: Ein affines Koordinatensystem (0;80’81’92’83)

eines Galilei-Raumes (M,E,4,T (.,.)) ist ein Galilej-

System, falls die Basisvektoren eﬂ-(}k= 0,1,2,3) die fol-
genden Bedingungen erfiillen:
(i) T (ei) =0, 1i=1,2,3 (d.h. ei_éEO) J
(ll) (ei’ej) = éij ’
(iii) T(eo) =+ 1,

1 f;i,j Siz‘j

Wir werden spiter sehen, dass die in é;l.d bespro-
chenen zehn Erhaltungssidtze aufs engste mit der Galilei-

invarianz der KM zusammenhdngen.
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KAPITEL 2, Untersuchung der Bewegungsgleichungen

/ ’ .
---- cette etude qualitative (des equatians diFFérentlelles)

- N //
aura par elle-méme un intéret de premier ordre~—-—-

H. Poincarg, 1881

Die Zeitevolution eines mechanischen Systems ist durch ge-
w6hnliche Differentialgleichungen - dié Newtonschen Bewegungs-
gleichungen - bestimmt. Diese legen fiir einen gegebenen Zu=-_
stand, charakterisiert durch die Orte und Geschuwindigkeiten
der Teilchen, die weitere Entwicklung des Systems fest.

Es gibt nur wenige Beispiele von Bewegqungsproblemen,
die exakt (explizit) inteqriert werden k&nnen. Natiirlich ist
heute der Computer ein sehr hilfsreiches Werkzeug (z.B. in
der Astronautik). Daneben gilt es aber auch Methoden zu ent=-
wickeln, die qualitative Einsichten in die "nichtintegrablen™
Probleme liefern. Auf diesem Gebiete sind gerade in neuerer
Zeit beachtliche Entwicklungen zu verzeichnen. Es bleibt aber

noch viel zu tun !

2.1 Allgemeines iiber Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt besprechen wir einige Grundbegriffe
und Fakten aus der Theorie der gewdhnlichen Differential-
gleichungen. Fiir ein vertieftes Studium verweise ich auf [4] -
L7] des Literaturverzeichnisses.

Die Newtonschen Gleichungen fiir N Teilchen haben die

Form (die Cartesischen Koordinaten bezsichnen wir jetzt mit gi):v

mi .9..1 = E.i (&l’.”’E.N’é'l’.'.é'N’ t) . (2.1)
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Diese sind von 2. Ordnung. Ein dazu dquivalentes System

1. Ordnung ist

q; = p./m. ,
i i/ 71 (2.2)
éi = Ei(ﬂl”"’ﬂN’ El/ml"”EN/mN’t) .
Steht «x TR?N abkiirzend fur ( ), so
e g.looc,gN, El,ooo, EN ’
ist (2.2) von der allgemeinen Form
x = X(x,t) . (2.3)

Hierist X ein zeitabhingiges Vektorfeld,

X: mxRaR" x R — Rr".

(In unserem Fall ist n = 6N.) Die Koordinaten x des me-

chanischen Systems durchlaufen den Phasenraum (oder Zustands-

raum) M = offene Teilmenge des ﬂzn . Falls Nebenbedingungen
vorliegen (z.B. Teilchen an einer masselosen festaufgehingten

Schnur) ist dim M = 2f, f < 3 N, wobei f die Zahl der Frei-

heitsgrade des Systems ist.

Wir fassen den Phasenraum M immer als Teilmenge des WR?F
auf, obschon der Zustandsraum schon fiir einfache Systeme eine
allgemeinere differenzierbare Mannigfaltigkeit ist. (Wir ar-
beiten immer in einer Karte.)

Die Vorgabe eines Vektorfeldes definiert ein dynamisches

System. Unter einer Ldsung der Differentialgleichung (2.3) ver-
steht man eine Abbildung 3: I —» TR" von der Klasse C} ,

wobei I <R ein Intervall ist, die folgende Bedingungsn
erfullt:

(i) Die Punkte (¥ (t),t) liegen fur alle t& I  im Defi-
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nitionsbereich von X ;

(ii) X(t) = X(X(t),t) fir alle tel .

Hdufig nennen wir t b—b-x(t) auch eine Integralkurve des

Vektorfeldes X .

In Komponenten schreibt sich die Gleichung (2.3)

>’<i = Xi(xl,...,xn,t) , i=1,00.,n, (2.4)
wo Xi die Komponentenfunktionen des Vektorfeldes X be-

zeichnen.

Bemerkung: Wir denken uns in jedem Punkt x& M den Vektor

X(x) "angeheftet". Dies bedeutet, dass wir X mit der Abbil-
dung X: M —s= TM:= Mx R" , x —= (x,X(x)) identifizieren.
Eine L8sung ist also ein Weg, der in jedem Punkt xe M den
Tangentialvektor Y(x)e;TxN:= {'(x,ﬁﬂji} hat. (X nennt man
auch den Hauptteil von X .)

Beispiele:

1) Lineare Differentialgleichungen: x = A(t)x + a(t) ;
A(t) (tel) ist eine nxn Matrixfunktion mit stetiger t=-

Abhingigkeit und a(t) ist eine zeitabhdangige Translation.

2) Kanonische Differentialgleichungen:

*
Hier ist das Vektorfeld X von der speziellen Form )

D H “DH O H QH)
e — 9

XH = ('bxf-+1 yeoos -Tx—z-f-*’ —rg)q y eoay = QXF (2.5)

. . f
wobei H eine differenzierbare Funktion ist, H: Uezﬂiz xﬂ{-—e»ﬁ?_

*)

Wir notieren die Vektoren aus "typographischen" Griinden
meistens als Zeilen. Im Matrizenkalkil sind diese aber

als Spaltentupel zu denken.
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Kanonische Differentialgleichungen treten in der Mechanik
sehr hdufig auf, wenn keine Dissipation vorhanden ist, z.B.
in der Himmelsmechanik. Diese Systeme werden wir spiter sehr
ausfihrlich besprechen. Eine wichtige Klasse von Beispielen
erhalten wir aus (2.2), wenn sich die Krifte E; aus einem

Potential ableiten,

-
Ei --‘Tﬂ;(gl’...’gN ) .

Setzen wir x = (9,p) , @ = (gyseeesqy) » P = (B)5-44s0y) »
so ist das Gleichungssystem von der Form (2.4), mit einem

Hamiltonschen Vektorfeld vom Typ (2.5) zur Hamiltonschen

Funktion n 2
E_.
H(a,p) = ::E: 5=— + U(q) .
i=1  ?

Hamiltansche (kanonische) Systeme lassen sich in die
Quantenmechanik ibersetzen und sind auch deshalb sehr wichtig,
Sie haben eine Reihe von speziellen Eigenschaften. Vom Stand-
punkt der allgemeinen Theorie dynamischer Systeme sind sie
deshalb nicht typisch. Anderseits sind in der Technik die
meisten Systeme dissipativ und deshalb nicht durch kanonische
Gleichungen (oder héchstens approximativ) zu beschreiben.

Falls das Vektorfeld X zeitunabhingiq ist, nennen wir

die Diffgl. (2.3) autonom, und sonst nichtautonom.

Das direkte Produkt Mx R (Definitionsbereich von X )

ist der erweiterte Phasenraum.

Ist 5 : I —=> M eine Integralkurve von X , so nen-

nen wir die Punktmenge S;X(t): t«sI’SCZ M eine Phasenbahn
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(= Pro jektion des Graphen von 8 auf den Phasenraum; vgl.

Fig. 2.1).

Phasenbahn

/ o

Fig., 2.1

Oie qualitative Struktur aller Phasenbahnen, das Pha-

senportrait eines Vektorfeldes, ldsst sich manchmal, vor

allem in niederen Dimensionen, ohne grosse Rechnung finden.
Beispiele werden wir kennenlernen. Etwa im Zueidimensionalen
autonomen Fall macht man zZweckmdssig eine Skizze des Vektor-
feldes, aus der sich die Phasenbahnen ablesen lassen (vgl,
die Uebungen).

An dieser Stelle bemerken wir noch, dass sich ein nicht-
autonomes System immer trivialerweise im erueiterten Phasen-
raum als autonomes System auffassen ldsst:

.
X

X(x,t)

-

=1 ,

Dies ist fir gewisse Beweise manchmal nitzlich.
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Transformation eines Vektorfeldes unter einem Diffeomorphismus

Oft ist es niitzlich, ein dynamisches System auf neus
Koordinaten zu transformieren. Wir betrachten zundchst den
autonomen Fall. Sei also

b 2 UcR' —> Ve R"
ein Diffeomorphismus von U auf V . (Ohne weitere Prizisie=~
rungen bedesutet differenzierbar im folgenden, der Einfachheit
halber, immer doo‘) Wir definieren das transfaormierte Vektor-
feld ¢,X derart, dass eine Integralkurve «(t) von X unter
¢ immer in eine Integralkurve von ¢,X Ubergeht, d.h. aus

a(t) = x(«x(t)) soll folgen (vgl. Fig. 2.2)

S p(alt)) = (bex) (0(a(t))) .

Nun ist nach der Kettenregel *)
%W(a(t)) = 00(x(t)) a(t) = Do(a(t)) x(alt)) .

Deshalb definieren wir

(9,X) (0(x)) &= DB(x)- X(x) . (2.6)
X (a(t))
Y W, X (¥ (a(t)))
a(t)
a
lr
U v
fFig. 2.2

*)

Wichtige Begriffe, Sdtze und Notatioren aus der Analysis

werden im Anhang I zusammengestellt.
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Im nichtautonomen Fall betrachten wir zeitabhdngige
Diffeomorphismen, d.h., diffb, Abbildungen ¢:UxIc:W?k“{-—i> '}
C;ﬁRF » derart, dass fir jedes te I (I ein offenes In-
tervall) b, = (e ,t) ein Diffeomorphismus von U nach V
ist. Die Verallgemeinerung ist nun, damit Integralkurven
durch die Transformation ¢ wieder in Integralkurven iber=-

gehen, folgendermassen zu widhlen:

(0:X) (00, 8),£) = DU (x)- X(x,t) + ZE(x,t) (2.7)

Das Transformationsgesetz (2.7) kann man auch wie folgt
interpretieren. Wir betrachten das Vektorfeld X = (X,1) der
autonomen Erweiterung im erweiterten Phasenraum. Ferner sei
P(x,t) = (0(x,t),t) der zu @ gehdrige Diffeomorphismus im
erveiterten Phasenraum. Dann hat das Vektorfeld Y , defi-
niert durch (vgl. (2.6))

Y(d(x,t)) := DT(x,t) Y(X,t)J
die Form (¢,X,1) wund ist also die autonome Erweiterung von
hyeX .

Der folgende Satz ist zentral in der Theorie der ge-
wohnlichen Differentiagleichungen. Er zeigt, dass in der N#he
eines nichtsinguldren Punktes X (X(xo) # 0) die durch X

beschriebene Stromung qualitativ sehr einfach ist.

Satz 2.1: Ein autonomes, differenzierbares Vektorfeld X
ist in einer Umgebung jedes nichtsinguldren Punktes diffeo-
morph zum konstanten Feld e, = (1,0,.0.,0) , doh. €5 exi-

stiert ein lokaler Diffeomorphismus ¢ mit beX = ey -
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Bemerkungen:

1) Dieser Glittungssatz zeigt, dass qualitativ (d.h. bis

auf diffeomorphe Abbildungen) die Stromung lokal dieselbe

ist vie fir das Gleichungssystem:

Yi= 1, ¥y =¥s ==y =0, (2.8)

X :? n

v
ﬁ
~ @
M ( /

X

1 yq

Fig. 2.3. Lokale Gldttung eines Vektorfeldes

Die einzigen interessanten Fragen in der qualitativen Theorie
der dynamischen Systeme (2.3) betrsffen deshalb das Verhalten

der Strémung in der Nihe eines Gleichgewichtspunktes (oder

singuldren Punktes) Xo s X(xo) = 0, oder das globale lang-

zeitige Verhalten. Gerade iber letzteres kann der Computer

keine sichere Auskunft geben. Auf diesem Gebiet gibt es in
neuerer Zeit interessante Entwicklungen. Die Gesamtheit der
mdglichen Bewegungen eines mechanischen Systems ist aber im
allgemeinen ungeheuer kompliziert, und selbst in einfachen
Fdllen ist man weit davon entfernt, eine vollstdndige Be-
schreibung geben zu k&nnen.

2) Der Glattungssatz 2.1 ist eigentlich der Hauptsatz der

lokalen Theorie der DiFFerentialgleichungen. Aus ihm werden
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wir insbesondere Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen
in trivialer UWeise erhalten, da man (ber das System (2.8)
natirlich alles weiss. Es ist dies der einzige Satz, den
wir in diesem Kapitel nicht beweisen. Fir einen Beuweis
siehe (4], ¥32, oder [6], 5. 277.

Wir ziehen jetzt einige Folgerungen aus dem Glattungs-
satz 2.1. Zunichst erhalten wir sofort die Existenz von
Losungen von (2.3) zu gegebensn Anfangswerten.

Korecllar 1 : Zu X € M gibt es eine Ldsung «(t) von

x = X(x) , mit der Anfangsbedingung u(to) = x_ .

Beweis: Falls X(xo) =0, ist o(t)= x, eine L@sung.
Ist X(xo) # 0, so ist das Gleichungssystem (2.8) in einer
Umgebung von Xq dquivalent zur gegebenen Gleichung beziig-
lich einem Diffeomorphismus ¢ . Das System (2.8) hat aber
trivialerweise eine Lésung B(t) mit B(to) =y, = w(xo) .
Deshalb ist az= ¢ o B eine LBsung von (2.3) mit der ge-

winschten Anfangsbedingung. [}

Korollar 2: Sind Xl: I, — n, XZ: I, —%> M zuei

Losungen von x = X(x) mit den Anfangsbedingungen
Yt = Yo ty) = x, X(x ) # 0 .
Dann gibt es ein Intervall I mit toé:ls , auf welchem

3
Beweis: Dies ist trivialerweise wahr fir das System (2.8),

also auch fir die lokal dquivalente Gleichung % = Xx(x) .

Bemerkung: Es wird sich zeigen, dass man die Einschrinkung

X(xo) # 0 fallen lassen kann.
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Lokale Fliisse

Wir kommen nun zu einem sehr wichtigen Begriff., Es
sei X ein autonomes Vektorfeld auf M CR" und X, €M .

Definition: Unter einsm lokalen Fluss, bestimmt durch das

Vektorfeld X , in der Umgebung von X, verstshen wir ein
Trippel (I,Vu,dj) » bestehend aus einem Intervall
I = {te“?: \t\-<€§ auf der t-Achse, einer Umgebung \I0
van  x_  und einer Abbildung i): IxU0 — M, welche
folgende Bedingungen erfiillt:
(i) Fir festes te I  ist die Abbildung dst: v, —= m,
definiert durch Cbt(x):= %>(x,t), ein Diffeomorphismus.
(ii) Fur festes xeV, 1ist die Abbildung o: I == N ,
definiert durch o(t) = & (x,t), eine Ldsung von X = X(x)
mit der Anfangsbedingung a(0) = x . |
(iii) Es qilt (lokal)

PP x)) = F_, (),

falls beide Seiten definiert sind. [d)t nennt man auch

eine lokale, l-parametrige Gruppe von Diffeomorphismen, ]

Korollar 3: Das Vektorfeld X bestimmt einen lokalen Fluss

in einer Umgebung jedes nichtsingulidren Punktes.
Beweis: Dies gilt offensichtlich fur (2.8), also nach
Satz 2.1 auch fugr X .

Bemerkung: Es wird sich zeigen, dass die Einschrdnkung

X(xg)£ 0 nicht nétig ist.

Nichtautonomer Fall

Wir betrachten jetzt den nichtautonomen Fall

x = X(x,t) , ‘(2.9)
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wobei das Vektorfeld auf Uc W'x R = W{n+l definiert sei,

Korollar 4 (Rektifizierung fiur nichtautonome Systeme):
Zu jedem Punkt (xo,t0)<5 U existiert eine Umgebung V
und ein Diffeomorphismus @ : V —> U Fin+l s Welcher
die Zeit nicht &ndert, d.h. ®(x,t) = (e(x,t),t) , und
unter welchem X in das Nullfeld transformiert wird:

Dies zeigt, dass (2.9) dquivalent zum System

y = 0 (2.10)
in W ist.
Beweis: Wir betrachten das erweiterte autonome System

x = X(x,t)

t=1.
Satz 2.1 impliziert, dass ein Diffeomorphismus
T vaR™ o R ™D oiistiert mit

DE-X = (0,1) , X := (X,1) .
[Beachte, dass X keine kritischen Punkte hat., ]

Setzen wir
E(Xat) = (¢(X,t), F(X,t)) ’

so gilt insbesondere (fir die n ersten Komponenten)

@b _
Dllh’x + ,b - U .

P A

Sei jetzt ‘o(x,t):= (d(x,t),t) , dann ist X = 0 und

® erfillt die gewiinschten Eigenschaften. (]

Uebung: Leite aus Korollar 4 den Satz 2.1 ab,
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Korollar 5: Fir geniigend kleine |t - to\ existiert eine

Losung oaft) von (2.9), welche die Anfangsbedingung
tx(to) = x €U erfillt.

Korollar 6: Zwei Ldsungen von (2.9), welche dieselben An-

fangsbedingungen erfiillen, stimmen auf dem Durchschnitt der
Definitionsbereiche iiberein.
Beweise: trivial !

Bemerkung: Das Korollar 6 zeigt, dass wir im Korollar 2 die

Einschrdnkung X(xo) # 0 weglassen kdnnen.
Nun verallgemeinern wir den Beqriff des lokalen Flusses auf
den nichtautonomen Fall (s.Fig. 2.4).

Definition: Unter einer lokalen zweiparametriqgen Familie von

Transformationen, bestimmt durch das Vektorfeld X(x,t), in

einer Umgebung eines Punktes (xo,to) verstehen wir ein
Trippel (I,UO,¢>) » bestehend aus einem Intervall I der
reellen Achse, welches tO enthdlt, einer Umgebung \I0 von
X4 im Phasenraum und einer Abbildung

43 : Vox I x I =9~ U (= Definitionsbereich von X )
mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fur feste t), t,eI ist die Abbildung P, , :
208
Vox&hk——er U , definiert durch d>t2’tl(x) = D (X’tZ’tl) ,

ein Diffeomorphismus mit Bild in der Ebene ¢t = t2 .

(ii) Fir feste xeV, , tjel ist tt—e=Y(t) , de-
finiert durch t F——o-4>(x,t,tl) =: (Y(t),t), eine Lésung

von (2.9) mit Anfangsbedingung X(tl) = x .

(iii) Lokal gilt

¢>t3,t2 o dPt £, = ¢ togt, °
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Integralkurve

Fig. 2.4

Korollar 7: Das Vektorfeld X(x,t) bestimmt in einer Um=-

gebung jedes Punktes (xo’to) eine lokale zweiparametrige

Familie von Transformationen.
Beweis: Triviale Falge von Korollar 4.

Bemerkungen: 1) Falls wir jede Ebene t = const, im er-

weiterten Phasenraum mit dem Phasenraum identifizieren,
kdnnen wir th s als lokalen Diffeomorphismus des Phasen-
?
raumes auffassen. Ist speziell X autonom, so hingt Ct’t s
»
nur von der Differenz t - s ab und d) ==d>
t,S t"S
= lokaler Fluss zu X . [Dies folgt aus dem Eindeutigkeits-

satz und der Tatsache, dass fir eine Ldsung o(t) der au=-

tonomen Gleichung auch «f(t+c) eine Losung ist.]

2) Korollar 7 enthilt Korollar 3 als Spezialfall, aber

ohne die Einschrinkung X(x) £ 0 .
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Erste Integrale

Wir betrachten zuerst wieder den autonomen Fall:
X: NCRH——? Rn .

Definition: Eine Funktion f: M —w» K ist ein (erstes)

Integral der Diffgl.

x = X(x) ,
falls fur jede L@sung 32 I —>= M die Funktion Fc:X :
I —= TR konstant ist.

Dies ist &dquivalent zu

wo D die Richtuntsableitung bezeichnet, denn

X
a_

SE(Foy ) (t) = DF(Y(£)) R(t) = DF(Y(£))-X(y(t)) = O, F .

0 =

Beispiele:

1) Die 10 Erhaltungssitze in §l.ls fir ein abgeschlossenss
N-Korperproblem.

2) Sei XH ein Hamiltonsches Vektorfeld zu einer zeitunab-
hdngigen Funktion H (Hamiltonfunktion). Dann ist H ein

erstes Integral von X = XH(x) , denn (sei x = (q,p))

F
_ H 2H _GH DH, _
DXHH—Z (’)pi T99; og ‘bpi) = 0.
i=1

Korollar 8: 1In einer geeigneten Umgebung jedes Punktes xe& M y

mit X(x) # 0 , hat die Gleichung % = X(x) n-1 funktional un-
*
abhangige ) Integrale Fl,.., f 1 ° Uesberdies ist jedes andere

-
*)

fFunktionen Fl,..., Fm: U ———e>‘3 sind funktional unabhdngig
in einer Umgebung von xe U , falls der Rang der Matrix Of
gleich m ist, wobei f: U —>R"™ durch x +—=>
(Fl(x),..., fm(x)) definiert ist.
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Integral (lokal) eine Funktion von Frreesf 1 -

Beweis: Der Satz ist trivial fiur die Standard Gleichung

4
Y1 =lsy, ===y =0.

Hier sind die ersten Integrale beliebige differenzierbare
Funktionen von Yorees¥q und die Koordinatenfunktionen
Yorees ¥V, sind n-l1 funktional unabhd@ngige erste Integrale.

Nach Satz 2.1 folgt die Richtigkeit von Korollar 8 unmittelbar. (|

Nun betrachten wir den nichtautonomen Fall:

X = X(x,t) , teR , xenc W', | (2.11)
fs ﬂ2n+k——€>“2 ist ein erstes Integral, falls fur jede L8sung
t —> ¥ (t) von (2.11) die Funktion t t—> FCY(t),t) zeit-
unabh&dngig ist; dies ist gleichbedeutend damit, dass die Funk-
tion fox : B.—= TR, u(t):(X(t),t) » zeitunabhingig ist.
Dies wiederum ist gleichbedeutend damit, dass f ein erstes
Integral des erweiterten autonomen Systems

X =XE) , T=(t), X = (x1) (2.12)
ist. Anschaulich bedeutet dies, dass jede Integralkurve in

einer Niveaufldche von f verliuft (s.Fig. 2.5).

m A
f =konst Integralkurve

7

>t

Fige 2.5
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Korollar 9: Die Gleichung (2.11) hat n funktional unab=-

hdngige erste Integrale.

Beweis: X(x) £ 0 fur jedes X . Also folgt das Korollar

aus Korollar 8,

2.2, Autonome kanaonische Systeme mit einem Freiheitsqgrad

Wir schicken folgende Bemerkung voraus, Fir n = 1
ldsst sich im autonomen Fall die Differentialgleichung
x = X(x) (2.13)
durch Trennung der Variablen immer l&sen. Dis Ldsung X(t)
von (2.13) mit der Anfangsbedingung
¥ () = x, (2.14)
ist
¥(t) = X, » falls X(xo) =0 . (2.15)

Falls X(xo) # 0 , existiert zu ¥ (t) (wegen g(to) = X(xo) £ 0)
die Umkehrfunktion t(x) in einer geniigend kleinen Umgebung

von x_ und erfillt dt/dx = 1/X(x) . Also ist

t(x) - t(x,) = J - LU (2.15")
X(y)

o
Damit ist das Problem auf eine Quadratur und die Umkehrung
einer Funktion zuriickgefihrt.

Nun betrachten wir die Newtonsche Bewegungsgleichung

in einer Dimension

maq=F(q) , (2.16)
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wobei F: Ic® -——¢¥Ez als zeitunabhdngig angenommen wird.
Ein zu (2.16) #quivalentes System von Differentialgleichungen
l. Ordnung ist

9 = p/m

(2.17)
F(q) .

UI

Sei F(q) =~ U'(q) (U = Potential zu F ) und

H(g,p) = p2/2.m + U(g) , (2.18)

so kdnnen wir (2.17) in folgender Form schreiben:

[ 2 H . QH
= em—— = e m— 2.19
Die Newtonsche Gleichung (2.16) ist also dquivalent zu einem
kanonischen System mit einem Freiheitsgrad mit der Hamilton-
funktion (2.18). Das System (2.19) ist ein spezielles dyna-~
misches System mit dem Hamiltonschen Vektorfeld (siehe 2.5)):
H 3 H

XH(Q,D) = C%}E » T 5 q ) .

Falls x = (q,p) , dann lautet (2.19)
X = X, (x) . (2.19")

Systeme der Art (2.19) (kanonische Systeme) mit einem Freiheits-
grad und zeitunabhidngiger Hamiltonfunktion (autonomer Fall)

sind im gleichen Sinne integrabel wie die eindimensionalen
autonomen Systeme (2.13). Dies beruht auf dem Energiesatz, den

wir schon in & 2.1 abgeleitet haben (s. Seite 45):

DX H =0 = H konstant lidngs jeder Integralkurve. (2.20)
H

Die Punktmenge {(q.p)éﬂR?: H(g,p) = E} nennen wir die

Niveaukurve zur Enerqgie E.
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Die Gleichgewichtspunkte des Vektorfeldes XH fallen mit

den kritischen Punkten von H zusammen (x0 kritischer

Punkt voan H , falls grad H(xo) = 0.) [Letztere kann man
als Maxima, Minima, oder Sattelpunkte der Fliche in F?S ’
definiert durch z = H(q,p), auffassen.]

In der Umgebung jedes nichtkritischen Punktes ist nach
dem impliziten Funktionentheorem die Energieniveau-Kurve
eine glatte Kurve. Lokal k&nnen wir dann H(q,p) = € nach
p auflﬁsen) p = p(q,E) , und damit in die erste Gleichung

von (2.19) eingehen

& =28 (a,0(a,6)) . (2.21)

In dieser Weise ist das Problem auf den integrablen Fall
(2.13) zuriickgefiihrt.

Der Definitionsbereich M<:$R2_ von H ist der Phasen-
raum des Hamiltonschen Systems. Fir eine Losung (q(t), p(t))
von (2.19) mit der Anfangsbedingung (qo,po) zur Zeit t =0 ,
liegen die Punkte fiur alle Zeiten in der Zusammenhangskompao-
nente der Energieniveau-Kurve zu H(qo,po) y ZU welcher

(qo,po) gehdrt. Die Phasenbahnen fallen also mit den Zusam-

menhangskomponenten der Energieniveaukurven zusammen.

P

Phasenbahn : Energieniveaukurve zu H(qo,po).

(ag,p,)




Wenn wir von pathalogischen Fillen absehen, gibt es fiyr letz—~
tere die folgenden Méglichkeiten (s.Fig. 2.7):
(R) Die Niveaukurve Fallt mit einem kritischen Punkt zu-
sammen,
Andernfalls ist die Niveaukurve eins glatte Kurve, welche
(B) geschlossen ist, ohne durch einen kritischen Punkt zu
laufen;
(c) beidseitig ins Unendliche 18uft, ohne einen kritischen
Punkt zu treffen;
(D) einseitig ins Unendliche l#uft und im Endlichen in
einem kritischen Punkt endet;
(£) beidseitig in einem (nicht notuendig demselben) kri-

tischen Punkt endet,
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Bemerkunqgen:

Der Fall A entspricht einer Gleichgewichtslage. Im Fall B

verschuindet (§,p) nirgends und es gibt eine minimale
endliche Zeit T >0 mit x(t+T) = x(t) fur alle t ,

d.h. die L@sung ist periodisch. Im Falle C liegt eine Streu-

bahn vor, wobei nicht ausgeschlossen ist, dass das Teilchen
in endlicher Zeit ins Unendliche liuft. Im Falle D handelt

es sich entweder um eine Einfangbahn oder eine Fluchtbahn.

Dabei wird das Teilchen nicht in endlicher Zeit im kritischen
Punkt eingefangen (sonst miisste es sich auf Grund der Ein-
deutigkeit immer dort befinden). Schliesslich fihrt im Fal-
le £ das Teilchen in unendlich langer Zeit eine endliche Be-
wvegung zwischen zwei (El) oder einem (E2) kritischen Punkt
durch,

Als Beispiel betrachten wir die Hamiltonfunktion (2.18).
Qualitativ sei der Graph von U(g) wie in der folgenden
Fig. 2.8. Darunter sind die Niveaukurven ven H(g,p) skiz-
ziert. Diese sind gegeben durch die Formel

p(a,€) =+ \ 2m (E - u(q)) (2.22)

(symmetrisch beziiglich der Achse p =0 !).

Die kritischen Punkte von H sind bestimmt durch

arad # = (T8, 28 = @', p/m) =0,

d.h. p=0, U'(g) = 0. (2.23)
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Fig. 2.8 Phasenportrait fir H = p2/2m + U(q) .

Wir finden in diesem Beispiel alle oben aufgefiihrten

Falle A - £ , Versuche die einzelnen Phasenbahnen an-

schaulich zu verstehen (rollende Kugel im Potentialgebirge).
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Verhalten in der Nihe der kritischen Punkte

In der N&he einer kritischen Stelle U'(qo) = 0 kin~-
nen wir das Potential entwickeln: U(g) = U(qo) + % U"(qo)(q-qo)2+"‘
Wir betrachten deshalb zunichst Potentiale der Form

U(g) = % k q2 , k=+ma .

Die Niveaukurven sind dann gegeben durch

p2/2m + % mwzq2 = E,
Im attraktiven Fall gilt das <4 Zeichen und der kritische
Punkt ist ein Minimum der potentiellen Energie. Die Phasen-

bahnen sind dann Ellipsen mit (q,p) = 0 als Mittelpunkt

(s. Fig. 2,9).
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Im abstossenden Fall gilt das - Zeichen und der kritische
Punkt ist ein Maximum der Energie. Die Niveaukurven sind
dann Hyperbeln (s.Fig. 2.9).

Es ist geometrisch klar, dass diese Linearisierung der
Bewegungsgleichungen qualitativ das Verhalten im nicht-
linearen Fall in der Nd#he der kritischen Punkte richtig be-
schreibt., Dies wollen wir aber auch analytisch zeigen. Die
g-Achse sei so gewdhlt, dass q = 0 ein kritischer Punkt
sei. Da eine additive Konstante fir U irrelsvant ist, dirfen
wir U(0) = U'(0) = 0 widhlen., Ferner betrachten wir den
nichtentarteten Fall u"(0) # 0 .

Nun gilt folgendes
Lemma_l: In einer Umgebung eines nichtentarteten kritischen
Punktes kdnnen Koordinaten so eingefihrt werden, dass

u(y) = c y2 c = sgn u"(0) .

(neue Funktion !)

Bevor uwir dieses Lemma beuweisen, folgern wir, dass in der
Nahe eines nichtentarteten kritischen Punktes die Niveau-
kurven unter einem geeigneten lokalen Diffeomorphismus ent-
weder in Ellipsen (far U"(0)> 0) oder in Hyperbeln (fiur

U"(0)« 0) ibergehen. Dies zeigt, dass die linearisierten

Gleichungen qualitativ das richtige Verhalten in der Nihe

eines Gleichgewichtspunktes geben. Es stellt sich natiirlich

die interessante (und schwierige) frage, wie verallgemei-
nerungsfdhig diese Aussage ist. Fir Hamiltonschs Systeme

wurden in dieser Beziehung erst in neuerer Zeit Fortschritte

erzielt (Arnold, Moser).
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Zum Beweis von Lemma 1 stellen wir zunichst folgendes fest:

Lemma 2: Sei f eine differenzierbare Funktion (der Klasse
Gr) mit der Eigenséhaft, dass f ~ bei x =0 ver-
schuindet, Dann ldsst sich f darstellen als f(x) = xg{(x)
wo g eine differenzierbare Funktion (der Classe C T~1 )
in einer Umgebung von x =0 ist.

Bemerkung: Die beiden Lemmata lassen sich auf mehrere Va-

riablen verallgemeinern (Morse, Hadamard),

Beweis von Lemma 2: Dieses folgt aus

F(x) = gl Ie f(tx) dt = jl F1(tx) xdt = x jl £1(tx)dt

8] 0 0

und der Tatsache, dass

1l
a(x):= j fr(tx) dt
o

eine Funktion der Klasse <2r-l ist, U

Beweis von Lemma l: UWir wenden das Lemma 2 zweimal auf die

Funktion U in Lemma 1 an und finden U(qg) = qzw(q) , wobei

29(0) = U"(0) £ 0 . Nun sei vy = g Qlw(q)l , dann ist

U(q) = sgn ©(0) y2 = sgn U"(0) y2 . Da die Funktion Q le(qg)!

in einer Umgebung von g = O (r-2) mal differenzierbar ist,

falls U von der Klasse <:r ist, folgt die Behauptung von
Lemma 1., (|

Zeitlicher Verlauf der Bewegqung

Nach dem Energiesatz ist

bm g%y ou(q) =€,



- 50 =~

also

5(t) = JZ [E - ua(t)] . (2.24)

Diese Gleichung ist von der Form (2.13) und hat die "Ldsung"

L , (2.25)
VeAD-(E-u(x))

falls E #£ U(qo) . Die Umkehrpunkte q; sind definiert durch

ta) - tlap) = 7 o
qO

U(qi) = E (s.Fig. 2.10). In der Umgebung eines Umkehrpunktes
q; kann der zeitliche Verlauf der Bahn aus der Taylor-Ent-
wicklung
' QK 2
U(a) = U(ay) + (a-q;) u'(a;) + Ug-q,)°) (2.26)
abgelessn werden. Im generischen Fall ist U'(ql)£ 0 und

folglich, fir q, nahe bei a

91
t(q)) < t(a,) + j
qO

dq .
V(@ (ay) (ara )

Das Integral ist endlich und das Teilchen erreicht den Um-
kehrpunkt in endlicher Zeit. Dort dndert das Vorzeichen der

Geschwindigkeit

> q

Fig, 2.10. Umkehrpunkte zu gegebener Enerqgie.
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Falls der Umkehrpunkt gleichzeitig ein kritischer Punkt

ist, so divergiert t(gq) fir gq — a; (Kriechbahn),

Wir betrachten noch eine periodische Bahn zuwischen den

Umkehrpunkten 9, und Ay Die Periode zur Energie E ist

92
T(E) = Q_.J [% (E-u(x))]"} dx . (2.27)
9

2.3 Das Zweikdrperproblem mit Zentralkriften

Im letzten Abschnitt ermdglichte es der tnergiesatz,
ein autonomes Hamiltonsches System mit zweidimensionalem
Phasenraum auf ein{-dimensionales dynamisches System der
Form (2.13) zurickzufiihren. In diesem Abschnitt betrachten
wir ein abgeschlossenes Zuweikirperproblem mit Zentralkriften.
Wie in & 1.4 gezeigt wurde, gelten fiir dieses System 10 Er-
haltungssidtze, Diss wird es armdglichen, das Problem (mit
l12-dimensionalem Phasenraum) wieder durch Quadraturen zu
lésen. [Eine allgemeine Diskussion der "integrablen" Prob-
leme werden wir in kﬁpAo durchfihren, ]

Die Bewsgungsgleichungen lauten (siehe = 1.3)

M) = Ep s mpdy = By (2.28)

mit
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o
Fio0 == E5 ="27§E U(‘ﬂl‘ﬂz\ ) . (2.29)

Das Gleichungssystem (2.28) istaquivalent zum Hamiltonschen

System, welches zur Hamiltonfunktion

1 2 1 2
H(g-l’S-Z’El’EZ) = ﬁ_l' e, +'E 2-2 + V('ﬂl - ﬂzl) (2.30)

gehdrt., Da YV(ix|) = V'x/1x| , muss man fir V'(0) # 0
die Punkte ‘{(q,p) 19 = 92}' aus dem Phasenraum aus-
schliessen, da dort die Zweiteilchenkraft nicht (11 ist

(élso auch nicht das Hamiltonsche Feld XH ) .

Nun fihren wir Schuerpunkts- und Relativkoordinaten

ein (lineare Transformation):

mg,+m,q,
8= m,+m, ’ B=p +B »
(2.31)
_ _ _ MBiTMEy
i=3;-3 » BF myem,
Die Umkehr abbildung lautet
-1 m, +m
B, = (1+ m2/ml) (g + m12 E)
M, +m
B, = (1+ ml/rnz)'l (e - lm22 ) (2.32)
m, +m
q; = (1+ ml/rnz)-l (g + lm22 Q)
m., +m
a, = (l+m2/ml) 1 (~g + lm12 Q) .

Oiese Transformation wird spiter auf ein N-Teilchensystem
verallgemeinert und wir werden sehen, dass sie in einem

noch zu definierenden Sinne kanonisch ist,
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Die Hamiltonfunktion in den neuen Variablen bezeich-

nen wir mit K , Man findet leicht

2
K(ﬂ’ Q, p, E) =-P/2N + Hrel (H:E) ’

(2.33)
mit M = mi+ m, und
Hogp = 22/2m + V(gqt) , m := :sz : reduzierte Massa.
_ 1772 (2.34)
Weiter erfiilllen g, 8, B, P die kanonischen Gleichungen zu K .
Dies ergibt sich wie folgt: Die kanonischean Gleichungen zu
H lauten
) . “o .
9; =p;/m, , p. = - = y (i =1,2).
1 SR | i ")gi
Daraus folgt z.B.
[ L]
-E___mZEl-mlEZ=_ "2 ov . _ M oy
m)+m, m,+m., (731 my+m, (332
_ G 2v_%% v 2y
‘ra 09.]_ “oq /(7.9.2 g ’
d.h.
- (2K
E (B.g'
Aehnlich deduziert man die anderen kanonischen Glei-
chungen zu K und ebenso zeigt man die Umkehrung., Im ibrigen
werden wir aus der allgemeinen Theorie spater sehen, dass man
sich solche Rechnungen ersparen kann.
Die kanonischen Gleichungen zu K lauten
a=pm P =0, (2.35)
. ()Hrel . (bHrel oV
1=7g =pM™, o =- =

?'\09.— = - n—s . (2.36)
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In (2.35) haben wir einmal mehr den Schuerpunkts-
satz und den Impulssatz gefunden. Die relative Bewegung
ist durch das kanonische System (2.36) zur Hamiltonfunk-
tion (2.34) gegsben. Schuerpunkts- und Relativbewegung sind
entkoppelt. Damit ist die Dimension des Phasenraumes be-~
reits auf die H@lfte reduziert.

Das System (2.36) hat aber noch vier weitere Integrale,
nédmlich die Energie der Relativbewegung Hoo1 (gyp) wund den

relativen Drehimpuls
Ler = 2AR . (2.37)
Der erste dieser Erhaltungssdtze wurde allgemein in & 2.1

fir autonome Hamiltonsche Systeme bewiesen. Den Drehimpuls-

satz erhdlt man z.B. durch direkte Rechnung:

d . . l a
gF frel T AP +dAR =M™ T pAp -aA g V(lal) = 0,

da é;; V(lgl) parallel zu g 1ist. Der Drehimpulssatz
Lrel = 0 1ist aber auch Aquivalent zur Drehinvarianz des
Potentials V(1 gl) , bzu. der Hamiltonfunktion Hogp » vie
aus der allgemeinen Diskussion in §34.5 hervorgehen wird.

Aus der Drehinvarianz folgt auch: Mit einer L&sung (g(t),p(t))
ist auch die rotierte Integralkurve (Rg(t), Rp(t)), R€0O(3) ,

eine Ldsung.

Falls fir die Anfangsbedingung L

Lrgl = 0 ist, so ist

g parallel zu P . In diesem Falle hat man zu unterscheiden:

(a) 1st g =p =0, so ist man nur im Phasenraum fir V'(0) = 0

und dann lieqt eine Gleichgewichtslage vor. (b) Andernfalls
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wdhlen wir eine Rotation, die dis p- oder die g-Achse in
die l-Richtung transformiert und ldsen (2.36) in der 1l-
Richtung mit verschwindenden 2~ und 3~Komponenten.

Falls Lrel£ 0 ist, so wdhlen wir ein Bezugssystem,
fir welches L.o; 1in die 3-Richtung zeigt: La1= (o,0,L)
und lésen (2.36) als ebenes Problsm. Der Phasenraum ist
jetzt noch 4-dimensional.

Wir fihren Polarkoordinaten ein

9, =T cos » , 9, =T sin ¢ .
Eine einfache Rechnung zeigt

L=n¥s , 4% 22, 12 42,
Mit dem Energiesatz

}m a2 + v(\ql) = E (= const.)

folgt
L2
2mr2

m 52 + (V +

-

) = E .

*
Durch Differentiation erhaltsn wir )
mT = - ur(r) ,
mit dem effektiven Potential

U(r):= v(r) «+

2mr2

*)

aber, dass (2.41) immer gilt. Mit Hilfe des Lagrange-
Formalismus (siehe Kap., 3) kann man aber solche "mih-

samen”Rechnungen umgehen., Deshalb fihren wir sie hier
nicht aus.

Dies folgt zunidchst nur fiur T # 0 . Durch Umrechnen der

Newtonschen Gleichungen auf Polarkoordinaten findet man

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)
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Die Radialbewegung geniigt also einer Newtonschen Gleichung,

wobei zum Potential V noch das Zentrifugalpotential L2/2mr2

hinzukommt. Dieses ist abstossend und dominiert meistens
fur kleine r (Zentrifugalbarriere). Ein wichtiges Bsp.

fir V(r) und U(r) ist in der folgenden Fig. 2.1l aufge-

zeichnet
A
\
\
—=T
Fig. 2.11
Aus dem Energiesatz (2.40), d.h. aus
PR
2 mr°+ U(r) = £ , (2.40")

kénnen wir durch Trennung der Variablen den Zeitverlauf
finden

t(r) - t(ro) = F j \/E = . (2.43)



Interessieren wir uns nur fir die Bahnkurve

diese mit (2.39) aus
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1

dr

oder

o(r) -@(r)) =

(2(e-u(r))1?

rS‘ V E~-U(s)

Die Umkehrpunkte ergeben sich aus

U(rL) = E = U(rb) +

- - . '
Bei diesen ist r =

nH<r
2.12).

ur)}

2mr,
v

Dann dndert sich

2 .

aber 6 £ 0 fur

zwei Umkehrpunkte fir gegebenes

r(p)

£0 .

und

bei der Bewegung von

Fig. 2.12

r, und wieder zuriick um (siehe 2.44)):

w=L\}_—‘ g

v E-U(s)

so folgt

Seien

(s.Fig.

nach

Die Bahn ist in diesem Fall eine "Rosettenbahn" (siehe Fig.

2,13, sowie die Uebungen).

einen Umkehrpunkt hat 2

Was passiert,

wvenn die Bahn nur

(2.44)

(2.45)
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Nach einem Satz von Bertrand sind V(r) = - a/r, x> 0
und V(r) = ur2 y x> 0 , die einzigen Potentiale, fiir die

alle beschrinkten Bahnen periodisch sind.

Fig., 2.13

Das Keplerproblem

Wir spezialisieren jetzt das Zweiteilchenpotential

auf das Newtonsche Gravitationspotential
Gmpz

v(r) = - - . (2.46)

Das effektive Potential U(r) haben wir in Fig. 2.11 skiz-

ziert. Die Umkehrpunkte (fir gegebene Energie £) sind L&~

sungen von E = - a/r + L2/2mr2 y &= Gmlm2‘> 0, d.h.



L2
T} = Spa ? fir £ =10,
2 2
x x L ..
r) = - 3=+ 5 ¢ 3 for E> 0, (2.47)
4E
A SR S 2 0S E > U a’n
== 35F + — = , . = o —
1,2 2E 4E2 2mE Z  “min 2L2
£E = Umin ist der einzige kritische Energiewert (siehe Graph

von U ) . Fir E >0 sind alle Bahnen Streubahnen, und fir

0 >E > U liegen beschridnkte Bahnen vor mit periodischer

min

r~Abhdngigkeit, wdhrend fir E = U eine Kreisbahn vorliegt.

min
Die Gleichung (2.44) kann man analytisch l&sen. Man er-

hdalt fir das Integral

vl am/L?
® = arccos (uzmz/L4+2mE/L2)%f (2.48)
oder
r = 5 ’ . (2.49)
l + £cos o
mit
g = (1 +2el2/me?)?
p = L2 /mo = a(]_-gz) . (2.50)

Dies ist ein Kegelschnitt. Um dies zu sehen, stellen wir die
Bahn in Cartesischen Koordinaten (xl,xz) dar. Fir E = O

ist & =1 und
X
22 + 2le- p2==0 . A%

Dies ist eine Parabel: \\\\

X

Fig, 2,14
7
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Fir E<« O ist

2
0< € = (1-2 LEIL- )3 o

mo
und
2 2
(xl+ga) X5
a (1~ e“)a
d.h. die Bahn ist eine Ellipse mit der grossen Halbachse
a = o/21E\ , unabhingig von L . Die Exzentrizitit ist aber
L-abhdngig. Ferner ist der Schwerpunkt (xl,xz) =0 in
einem Brennpunkt.
/\x2
Thin = a(l-¢&)
Thax = a(l+€). \
— X,
. a(1+e) ///0(1‘6)
Fig. 2.15
Im Spezialfall E = Umin ist & =0, wie wir schon wissen.
Auch das 3. Keplergesetz folgt sehr einfach: Die Fldachen-
geschuindigkeit ist 4 rzé = L/2m , also ist die Umlaufszeit
3
T = Fliche der Ellipse/ 5~ = ra’(l-g2)? 2m. o, \)ﬂ e
2m L x v
(2.52)
Beachte:
o S
= = Gmlm2 mm, a2 G My fir das Sonnensystem.
E>0: Hier ist &>1, a = & = £ und mit

2E T 22,
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2

bs:= €7"-1 @, erhdlt man
(- ea)® < 1 (2.53)
- = y _ «53

32 b2

und dies ist die Gleichung einer Hyperbel (s.Fig. 2.16). Der

Winkel 0( in der Fig. 2.16 ist ein Mass fiur die Ablenkung des

Teilchens und ist gegeben durch

g?-1 . (2.54)

tg X =

Oio

Fig. 2,16

Algebraische LGsungsmethode des Keplerproblems

In der ersten Uebungsserie wurde gezeigt, dass der Lenzsche

Vektor
A=pAL-omx/1x\
ein Integral der Bewegung ist. Da sieben autonome Integrale

H,L, A konstant sind auf jeder (l-dimensionalen)Trajektorie
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im 6~dimensionalen Phasenraum, so sollte es mindestens zwei

Relationen zwischen diesen geben, Nun findet man leicht

LA = 0, (2.55)
A% = oZn2- 20 (gAL)x + (pAL)?
= o«®me 2m 0 L2, (2.56)

Wir betrachten den Fall L £ 0 . Fir x £ 0 ist H>o0
und  A°> 0 . Fir a> 0 ist A% = 0 nur for H o U = -mef/2?
in welchem Fall nur eine Kreisbahn moglich ist., Im interessanten

(generischen) Fall A#0 , L #0 definiert A in der (1,2)-

Ebene senkrecht zu L die l-Achse und den Polarwinkel o

XeA=r Al cos ¢ — r A cos g = x+(pAL) - mar =
= L2 - moxr .
Mit p:= L2/m[u[_) £ = A/m o) ist
- B
T =sgn a 7 TR (2.57)

und wir erhalten wieder das frihere Resultat.

Bemerkunqgen:

1) Wir bestimmen die Trajektorie von p(t), unter Beachtung von
LAA =% - am LAX/Ix)
was folgendes ergibt
lp - L72(tAn)|? = o2m2/2 (2.58)
d.h. p(t) beschreibt einen Kreis.
2) Vor der Wellenmechanik hat . Pauli in einer beriihmten Ar-

beit das quantenmechanische Keplerproblem mit Hy, L, A rein

algebraisch ldésen kdnnen. (Z.Physik, 36, 336 (1926)).
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2.4 Beschleunigte Bezugssysteme

Als Vorbereitung, sowie im Hinblick auf spadtere Bediirf-

nisse, besprechen wir zuerst die Drehgruppe.

A. Exkurs iiber die Drehqruppe

Fir ein Element Re&SO0(n,TR) studieren wir zunichst die

Eigenuwertgleichung

Rx = mx , xe WR" . (2.59)

Auf Grund der Orthogonalitd#t von R folgt aus (2.59)
(Rx,Rx) = (x,x) = N2(x,x) .
Fir x # 0 ist also & = + 1 . Num betrachten wir das cha-

rakteristische Polynom

X (%) =oet (R = 7~ 1) = ('™ 4...+ Det R N° , (2.60)

Fir ungerades n gilt
LHm X)) = +%0 ,  lim X (H) = - 09 ,

> ~0 Nes 4 00

Da C((O) = Det R = 1> 0 , existiert deshalb ein 4x0:> 0, mit
CX(‘AO) = 0 , Dieses 0\

halb notwendigerweise gleich + 1 . Damit haben uir'gezeigt:

o ist ein Eigenwert von R und des-

In_ungerader Dimension hat jede Rotation einen invarianten

Vektor,

Von jetzt an beschridnken wir uns auf SO(3,R) . Fir
R # 1 kann es nicht zwei linear unabhangige invariante Vek-

toren geben. Denn wire Ra = a, Rb = b ,a,b linear unabhangig,
4
S0 ware die Gerade {;a,b invariant unter R . fir ¢ (=

4ﬁa,b}i“ wiirde also gelten: Rc =")¢, §\= + 1 . Aus Det R =
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folgt aber A=+ 1 y dehe R =1, im Widerspruch zur Voraus-

setzung. Die invarianten Vektoren bilden also einen l-dimen-

sionalen Unterraum (Rotationsachse).

Wie ldsst sich die Rotationsachse aus R finden ? Um
diese Frage zu beantworten, betrachten wir S)::»% (R-RT‘) .

Die Matrix KL ist antisymmetrisch und hat deshalb die Form

o -m3 m2
{2 = oy 0 -u (2.61)
-02 ®, 0 .

Fir xe R gilt

L2x = oAx . | | (2.62)
FUir einen unter R invarianten Vektor a ist
L2a=3%(RR" )a=1%(Ra-rRla) = 0.

Also ist ® ='Aa , d.h, w liegt in der Rotationsachse.
Nun zerlegen wir 'Ré =£%2 D E2 y wWobei E2 senkrecht auf

o steht., Adaptieren wir eine orientierte, orthonormierte Basis
an diese Zerlequng: E2 = {gl,gzl y 87 = ,>\2, 'X>O s dann hat
R in dieser, auf Grund der Orthogonalitat, die Form
cos ¢ = sin e 0
R = sin ® cos ¢ 0 (2.63)
0 0
Dies stellt eine Rotation um die w=Achse um den Winkel ¢ im
Gegenuhrzeigersinn dar.

Beachte
Sp R =14+ 2 cos ¢ . (2.64)
Wir wollen nun (2.63) in der kanonischen Basis von K{3 dar-

stellen. Dazu notieren wir:
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Rgl = CcOoSs @ 8y + sin @ 8, = cos ¢ ey + sin o ESﬁ\El

Rgz = « gin @ El + COs ¢ 32 = CcCOos @ 22 + sin @ 33/\32 ,
da 8y = 83A 81» E3A 8, =~ 8&; . Fur einen Vektor 2z in der Ebene
E2 gilt also

Rz = cos ¢ z + sin o 8Nz .
Einen allgemeinen Vektor X zerlegen wir gemiss

x = (g5, x) g5 + [x= (g5, x) g4

k———v'—'—’k_’-w

L < €,
Offensichtlich gilt (wenn e: = es = @) :
Rx = (e,x) g + cos o [x~ (e,x)el + sin o EAX
oder
Rx = cos ¢ x + (l-cos ®)(e,x)e+sin o EAX . (2.65)

Umgekehrt stellt die rechte Seite von (2.65) eine Drehung R(e,wv)
um ef({e] = 1) mit dem Drehuinkel 0< 9 <2x dar (Uebungs-

aufgabe).

Fur festes g bilden die R(e,») eine l-parametrige

Untergruppe von $S0(3,R):

R(es01) R(e,0,) = Rlg,0; + 9, ) . (2.66)
Oies folgt aus der geometrischen Bedeutung von R(g,w) oder rech-
nerisch aus (2.63),

Nun zeigen wir, dass (2.65) auch folgendermassen geschrieben

werden kann

R(gy®) = exp (v I.e) , (2.67)

wobei
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0 0 0 0
Il = "'l 9 12= ’ 13 =
1 0 -

Dies beweist man am besten so: Nach (2.66) erfiillt R(g?) die

Differentialgleichung

a_ R(e,v) = Srl-R(g,m) ,

de
wobei
_Q:= .g_l:p R(E’ (p) .
©=0
Aus (2.65) erhilt man sofort
L£2X = gAXx ,
d.h.
0 -e e
3 2
-Q = 83 0 -el = _I_ogo
e, e, 0

Dieselbe Differentialgleichung (2.69) erfiillt aber die rechte

Seite von (2.67). Da sich (2.65) und (2.67) fir o

die Identitadt reduzieren, folgt die Behauptung aus dem Ein-
deutigkeitssatz fir gewdhnliche DiFFerentinleichungen. Die

s0(3,8R)

. Die Vertauschungsrelationen

Ii’ i=1,2,3, bilden eine Basis der lLiealgebra von

(vgl. den Anhang It)

lauten:

[Ii,Ij] =z aijk I, ,
k

auf

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)
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B. Transformation der Bewequngsgleichungen auf beschleunigte
Bezugssysteme

Es sei K ein Inertialeystem und K' ein starres Be-
zugssystem, welchas gegen K @gine beschleunigte Bewegung
(Translation und Rotation) ausfiihrt. Die Bahn eines Massen-
punktes habe die Cartesischen Komponenten x(t) und x'(t)
beziiglich K , resp. K' . Zuischen diesen Koordinaten be-

stehen die Beziehungen

x(t) = R(t) x'(t) + a(t) , R(t)es0(3,R) . (2.72)
FiGr die Komponenten 4 und u' eines Vektors gilt hingegen

u(t) = R(t) u'(t) . (2.73)
Wir berechnen zunidchst die zeitliche Aenderung von u(t) :

. 4 ’ s =1 ]

U =Ru'+ Ru'=RR " u s+ RU', (2.74)
Wegen RRY =RR =1, gilt

-1 T

+ R = 'RR + (hﬂ-l) .

R
Daher ist <2 := RR™1 schief und hat also die Form (2.61), d.h

T 3 92
_Q_—_ -Q = m3 0 —ml (2.75)
-w ®, 0
3
Far EQ_R gilt
Qa= wna . (2.76)
Nun sei
/
2. rQ g1, (2.77)
Dann ist
/ . 0 -uJ'3 m'2
-m ! '
o 2 T 1 0
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und © = Re' ,
Aus (2.74) folgt

u=S2y +Ri" = Ay + R G (2.79)

Fiir einen Massenpunkt, welcher im beschleunigten System K
ruht, ist u' = 0 und also Q = WA U ; deshalb ist nach
(2.62) w die Winkelgeschwindigkeit beziiglich K und @' ist

die Winkelgeschwindigkeit beziiglich K', Aus (2.79) entnehmen

wir die wichtige Beziehung

U=RE" +a'Au") . (2.80)

Aus (2.72) folgt anmalog

X =23 +R(X"+0'Ax") . (2.81)

Entsprechend git fur die Beschleunigung

Z:'a_'+.RE<_' "'RX"" ,‘.J_J_AR}_' ""2/\'_?5,' "'wAR.;i'
2 L3
w ARX! ©ARx'

=3 + 2 @ ARX' + RX' + BARX' + wA(0ARX') .

Darin benutzen wir noch

_c_:)_ = (Rm').= RO + Ra’ = R '

L ] e . (]

RR™Ru' ={2 u = 8AB =0
und erhalten
'5._ = 'é + R [g'+ 22'/\;_(_'+ 2'/\(&'/\ x')+ @_/Ai'] . (2.82)
_ el
(Coriolisbeschleu- (Zentrifugalbeschleu-
niqung) nigung)

Nun konnen wir die Bewegungsgleichungen beziglich K' auf-

stellen. Im Inertialsystem K gilt mx = F ., Aus (2.82) er-
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halten wir mit F = Rf'

. (2.83)

Auf der rechten Seite von (2.83) treten als Scheinkrifte u.a,

die Zentrifugal- und die Coriocliskraft auf.

Die Scheinkridfte hdngen in sehr spezieller Weise von x!
und X' ab., Werden derartige Kridfte beobachtet, so kann man
dies als Anzeichen dafur ansehen, dass man die Bewequng nicht
auf ein Inertialsystem bezogen hat. Durch eine geeignete Trans-
formation der Form (2.72) kann man sie wegtransformieren.

An diese Stelle gehdren die folgenden Beme:kungen, welche
in der Allgemeinen Relativitdtstheorie wichtig werden. Betrach-
tet man nur die Schuerkraft, so stellt sich die Frage, ob auch
diese eine Scheinkraft ist. Fir ein homogenes Schuerefeld lautet
ja die Bewuegungsgleichung

mx =mg , g = const,

Fihren wir die Transformation
x(t) = x'(t) + 4 gt

aus [a(t) = % g t> und R =1 in (2.72 )|, so ergibt sich

2

aus (2.83)

Damit ist die Wirkung der Schwerkraft wegtransformiert, Dies
bedeutet: Kann im Inneren eines freifallenden Systems das Gra-
vitationsfeld als homogen angesehen werden, so bt die Schwer-
kraft keine Wirkung aus. Diese kann "lokal" wegtransformiert

werden, Strikte ist das fir inhomogene Gravitationsfelder nur
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"infinitesimal"mdglich. [Die "Gezeitenkrdfte" lassen sich
nicht wegtransformieren.] Diese besondere Eigenschaft der
Gravitation beruht natirlich wesentlich auf der strengen
Proportionalitdt von tridger und schuerer Masse. Ueber dieses
Naturgesetz hat sich schon Newton gewundert. In neuerer Zeit
wurde es experimentell bis zu unglaublicher Genauigkeit

(v 1 in 10'?) beststigt. Die Gleichheit von triger und schuerer
Masse findet in der Newtonschen Theorie keine Erklarung. Sie
bildet aber eine wichtige Grundlage der Allgemeinen Relativi-
tatstheorie. In dieser wird das Gravitationsfeld "geometrisch"
beschrieben. Man hat es dabei nicht notig, die trdge und die
schuere Masse separat einzufithren, bloss um sie spater wieder

zu identifizieren.

C. Freier Fall auf der rotierenden Erde

Wir vernachldssigen in diesem Problem in (2.83) den Term
- m é'/\é' (Polschwankungen) und ebenso - m R a (Umlauf

der E£rde um die Sonne).

Die statisch (!) bestimmte Erdanziehungskraft m g' ist
die Summe von Zentrifugal- und Gravitationskraft, Damit lauten
die Newtonschen Gleichungen beziglich des mit der Erde fest-

verankerten Systems:
OO'

Das erdfeste System wihlen wir gemdss fig. 2.17:

X' = g' =2 w'Ax'. (2.84)



Fig. 2,17

Die geographische Breite bezeichnen wir mit ¢ . Ferner sei:
1': Nord-Sid-Richtung auf der Erde;
2 t e Uest_ost " 11] " 1]

3': Normale zum Geoid.

Beachte, dass die Abplattung der Erdoberfliche durch die Re-
sultierende 9' bestimmt wird, namlich so, dass das Geoid

auf ihr Uberall senkrecht steht. Deshalb ist g'=s (0,0,-g) .

Ferner ist @' = (-0 cos ¢ , 0, o sin ®) . Mit den Bezeich-

nungen x' ( %5%)%5) lautet deshalb (2.84) ausgeschrieben

s . 2msinm’l:(_

20 sin 0 € - 2 w cos © ¥ (2.85)

- g + 2 w cos @ dL .

~
n
|

It
]

Die Corioliskraft ist wattlos. Deshalb gilt der Energiesatz
d 2 42 =2
gt (£%+7°+S% 29%¢ ) = 0. (2.86)

Wir integrieren (2.85) fir die Anfangsbedingungen

§=“l =é;=“1=§= 0, L=h>0, fir t =0

. (2.87)
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Aus der ersten und dritten Gleichung in (2.85) ergibt sich

durch Integration
*

®
§=2msinm’}(, E=-gt+2mcostp'7’. (2.88)
Einsetzen in die 2. Gleichung von (2.85) gibt
W 2
N + 4o 0L=2gt w cos@ . (2.89)
Die Integration dieser linearen (!) Gleichung geschieht nach
der allgemeinen Regel: "Partikulires Integral der inhomogenen +

allgemeines Integral der homogenen Gleichung"., Dies fiijhrt zum

Ansatz:

%:iz%s—mt + A sin 2wt + B cos 2ot .

Aus den Anfangsbedingungen (2.87) folgt

B =0, 2wA=-3_°_°5_‘9

20 ’

M o= L5222 (- L sin 20t) (2.90)

Dies ist die QOstablenkung (vgl. Fig. 2.17). € ist die Sud-

ablenkung. Sie berechnet sich nach (2.88) und (2.90) aus

€ =g cos ¢ sin v (t - 3= sin 20t)

und wird mit Ricksicht auf die Anfangsbedingungen (2.87)

2
_ . t l-cos 2at
€ = g cos o sin o (2 B ey ) . (2.91)
Schliesslich erhilt man % aus (2.88), (2.90) und X = h
fir t =0 :
S = h - t2 c 82 (t2 _ l=cos 2ot ) (2 92)
= 35— + 9 cos“e (5 —Z 5 ) - .

Nun ist wt eine sehr kleine Zahl, von der Grdssenordnung
Fallzeit/Tag. Deshalb entuickeln wir nach Potenzen von ot

und erhalten
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2 2
’n = ﬂ%— cos ¢ ot g - —%E sin ® cos o (mt)2
\AAq s
S = n - (ot?/2)(1- £ cos?e (at)?) . (2.93)

LA

Die Ostablenkung ist hiemmach von der ersten, die Stidablenkung
von der zweiten Ordnung in ot . Auch die durch die Erdrota-
tion hervorgerufene Abweichung Wn der Vertikalen ist nur von
zweiter Ordnung. Die Ostablenkung ist schon friih beobachtet
und in Uebereinstimmung mit der Theorie befunden worden. Fir

einen tiefen Bergwerksschacht betrigt sie einige Zentimeter.

D, Das Foucault'sche Pendel

Nun betrachten wir ein "sph3risches Pendel"”, d.h. einen Mas-
senpunkt, der unter der Wirkung der Schuwerkraft sich auf einer
Kugeloberflache bewegen muss, weil er mit einem masselosen
Faden gehalten wird. Dieser sei im Koordinatenursprung
Z =’}( =S = 0 festgemacht, Der Faden ibt auf den Massen-
punkt eine Zwangskraft aus (siehe auch Kap. 4), welche zum
Aufhdngepunkt gerichtet ist. Zu (2.B4) miissen wir also einen
Term -~ 7~5' y Mit einer noch unbekannten Konstanten Y\ ,
hinzufiigen. An Stelle von (2.85) erhalten wir deshalb die fol-
genden Bewegungsgleichungen:
20 sin o Q:l -NE

. 8

- 20 sin ¢% - 20 cos 0§ - /)\"Z (2.94)

=

i

-g+2mcostp’)‘l -/X\g.

Daneben gilt die Zwangsbedingung

g2, 7 2.2 . Y2, (2.95)

wenn .Q die Lange des fadens ist,
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Wir betrachten nur kleine Pendelschwingungen: € /AL R
/l'l/[,(< 1 . Dann folgt aus (2.95), dass Sz/ﬁz gleich 1
ist, bis éuf kleine Grdssen 2, Ordnung. In einer Umgebung der
Ruhelage ist also X = - £ (l+02)')02: Grosse 2. Ordnung.
Aus der 3. Gleichung von (2.94) ergibt sich deshalb in fiih-
render Ordnung

™= o/l . (2.96)

Wir schreiben jetzt die beiden ersten Gleichungen von (2.94)
nochmals hin, unter Vernachlassigung des Gliedes mit %; ’
weil dieses von 2. Ordnung ist:

€ 2wsinw’)(i-(9/«€)§

- 20 sin mé- ( g/,Q)WL .

(2.97)

Die beiden Gleichungen kdnnen wir komplex zusammenfassen.,

Ist §:= % + 1 (7 » dann erhalten wir die homogene lineare

Gleichung

[T

g+2imsinm§+%§=o. (2.98)

Ansatz:
ialt iuzt
R =aje +a, e . (2.99)
Eingesetzt qibt
-
®; o == w0 sin ¢ + \jwzsinzw + g/ . (2.100)
’

Fir t =0 sei §=a, é,: ﬁ‘= % = 0 ., Wir denken uns

also das Pendel aus der lotrechten Lage in Richtung der po-
sitiven ¥ -Achse (vgl. Fig. 217) im Meridian nach Siden um
die Strecke a herausgehoben und ohne Anstoss freigelassen.
Dann gilt fiér t = 0 ¢ ? = a, é = 0 . Daher ist nach (2.99)

a; + a, =a, a,x) + a0, = 0

14
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also

_ a_ aw sin 9 .
81,2 = 77 ¢ (2.101)

1
\/mzsinzqug/ﬁ,

L ]
Wir interessieren uns fir g :

. Q . . \/ -
? = - a 9/ 3 e-lmtSln ® sin (t _wzsin2m+g/( ).
\/mzsinzqu- g/¢ (20102)

Daraus konnen wir folgendes schliessen. Immer wenn der letzte

Faktor in (2.102) verschwindet, d.h. fur

t=271, 1= 2x -, n=0,1,2,... , (2.103)
\/Uzsin2w+g/@
° ° ]
ist Q =0, d.h, %:71 = 0 . Dies bedeutet das Auftreten

einer Spitze in der Bahnkurve des Pendels (vgl. Fig. 2.18) .

Eine solche hatten wir nach den Anfangsbedingungen erstmals

fir t = 0 ., Die nachsten Spitzen treten fur % sy T, E% seee

auf. T 1ist die Zeitdauer eines Hin- und Rickganges. Sie
stimmen fiir v = 0 mit der Schwingungsdauer des mathematischen

Pendels ohne Erdrotation iiberein.

N

fig. 2.18



Wo ist der Pendelkdrper zur Zeit T ? Nach (2.99) ist

_ -iwTsin @+2xi -iwT sin ¢ - 2+xi
@ (T) = ale +ta, e

(al+32) e—le sin o _ a e—lmT sin @ .

Der Pendelk@rper hat also den Abstand a von der Ruhelage,
wie zu Anfang, aber sein Azimut liegt nicht im Meridian nach
Siden, wie am Anfang des Versuchs, sondern ist dahinter zu-

riickgeblieben um den Winkel

oT sin @ = —2% W sin @ &~ 2« \(% w sin @ , (2.104)

\/wzsin2m+g/£
und zwar nach Westen (vgl. Fig. 2.18) .

Foucaults Versuch von 1851 und die seiner zahllosen

Nachfolger gaben nur qualitative Resultate; eine guantitative

Untersuchung aller Fehlerquellen fihrte H. Kamerlingh Onnes
(der spstere Meister tiefer Temperaturen und Entdecker der

Supraleitung) in seiner Groninger Dissertation von 1879 durch.






